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# 读 者 


本 书 由 国防 科技 图 书 出 版 基金 资助 出 版 。 

国防 科技 图 书 出 版 工作 是 国防 科技 事业 的 一 个 重要 方面 ， 优 
秀 的 国防 科技 网 书 既 是 国防 科技 成 果 的 一 部 分 ,又 是 国防 科技 水 
平 的 重要 标志 。 为 了 促进 国防 科技 和 武器 装备 建设 事业 的 发 展 ， 
加 强 社会 主义 物质 文明 和 精神 文明 建设 ,培养 优秀 科技 人 才 ,确保 
国防 科技 优秀 图 书 的 出 版 , 原 国防 科 工 委 于 1988 年 初 决定 每 年 拨 
出 专款 ,设立 国防 科技 图 书 出 版 基金 ,成 立 评审 委员 会 , 拷 持 , 审 鸯 
出 版 国防 科技 优秀 图 书 。 

匿 防 科技 国 书 出 版 基金 资助 的 对 象 是 : 

1. 在 国防 科学 技术 领域 中 ,学 术 水 平 高 ,内 容 有 创见 ,在 学 科 
上 居 领 完 地 位 的 基础 科学 理论 图 书 ;在 工程 技术 理论 方面 有 突 硫 
的 应 用 科学 专著 ， 

2. 学 术 忠 想 新 颖 ,内 容 上 有 具体 .实用 ,对 同 防 科技 和 武器 装备 发 
展 只 有 较 大 推动 作用 的 专著 ;密切 结合 国防 现代 化 和 武器 装备 现 
代 化 需要 的 高 新 技术 内 容 的 专著 。 

3. 有 于 要 发 展 前 景 和 有 重大 开拓 使 用 价值 ,密切 结 台 周 防 现 
代 化 和 武器 装备 现代 化 需要 的 新 工艺 .新 材料 内 容 的 专著 。 

4. 填补 日 前 我 国 科技 领域 空白 并 具有 军事 席 用 前 景 的 注 哗 
学 科 和 边缘 学 科 的 科技 图 书 。 

国防 科技 图 书 出 版 基金 评审 委员 会 在 总 装备 部 的 领导 下 开展 
工作 ,负责 掌握 出 版 基金 的 使 用 方向 ,评审 受理 的 图 书 选 题 ,决定 
资助 的 图 书 选 同 和 资助 金额 ,以 及 决定 中 断 或 取消 资助 等 。 经 评 
审 给 于 资助 的 图 书 ,由 总 装备 部 国防 工业 出 版 社 询 选 出 版 。 


同 防 科技 事业 已 经 取得 了 举世 也 目 的 成 就 国防 科技 图 书 承 
担 着 记载 和 弘扬 这 些 成 就 ,积累 和 传播 科技 知识 的 使 命 。 在 改革 
开放 的 新 形势 下 , 原 国防 科 工 委 率先 设立 出 版 基金, 扶持 出 版 科技 
图 书 ,这 是 一 项 具有 深远 意义 的 创举 。 此 举 势 必 促使 国防 科技 图 
书 的 出 版 随 着 同 防 科技 事业 的 发 展 更 加 兴旺 。 

设立 出 版 基金 是 - 件 新 生 事物 ,是 对 出 版 工作 的 一 项 改革 。 
因而 ,评审 工作 需要 不 断 地 摸索 .认真 地 总 结 和 及 时 地 改进 ,这 样 ， 
才能 使 有 限 的 基金 发 挥 出 巨大 的 效能 。 评 审 工作 更 需要 国防 科技 
和 武器 装备 建设 战线 广大 科技 工作 者 专家、 教授 ,以 及 社会 各 界 
朋友 的 热情 支持 。 

让 我 们 携 起 手 来 ,为 祖国 昌盛 .科技 腾飞 .出 版 繁荣 而 共同 合 
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有 各 庶 有 序 , 序 者 必须 说 明 为 什么 要 写 BSBA. 

近代 空气 动力 学 丛书 是 1994 EA IR BEER B3 , ^9 HB LETS ee 
下 一 此 纪 了 。 这 是 一 套 蜂 世纪 的 从 R, SARNE HRE EH A tE 
EM. 20 世纪 初始 有 飞机 出 现 . 莱 特 (W . Wright, O. Wright) 
兄弟 于 1903 年 发 明了 飞机 。 到 30 年代 ,低速 飞机 的 讶 计 已 日 趋 
成 熟 , 而 空气 动力 学 的 研究 为 此 做 出 了 突出 的 页 献 。1934 TH t 
由 美 同 戈 根 海 姆 某 金 会 支持 . 山 杜 朗 (W.F,Durand) 主 编 六 成 为 航 
空 发 展 基石 的 六 卷 本 的 空气 动 尹 学 理论 (Aerodynamic Theory) AA 
BERAIEI. EA RE HEL. Prandtl) ae S) (G. 
I. Taylor) &-F 1 JCT. von Karman) 等 均 为 该 从 书 撰写 重要 章节 。 
我 国学 者 钱学森 在 40 ECAR FR PA B rB 3 39) B 35 WU u] TE 30 PE Ht 
RAS ALMA ba CEBS fE. REBIÉSIX BRIDE BIEN 
设计 用 的 , 它 强 调 的 是 一 个 一 个 专题 的 理 沦 基础 ,是 为 飞机 设计 者 
的 技术 创新 服务 的 。 第 二 次 世界 大战 后 ,人 类 很 快 进 入 了 超声 速 
时 代 ,卡门 和 钱学森 等 人 在 40 年 代 末 提出 要 编写 一 套现 代 化 的 空 
气动 中 学 丛书 ,这 就 是 山 但 雷 (. Chary kO fl E ib 9 1H ERR BT i 
学 出 版 的 高 速 空气 动力 学 与 喷气 推进 (High Speed Aerodynamics 
and Jet Propulsion) JA it 88 JA BES 50 年 代 后 期 才 出 齐 ， 著 名 
73 GJ JJ FUE PU RR RR PBK PRA IAA BY FES o 

进入 50 年 代 PETEA Sp RC AITE IS, 2a SE Ed uA d Ta HE 0 OE 
ETH. IKE 1957 年 10 月 4 日 发 射 了 世界 上 第 一 颗 人 造 地 球 
卫 显 ,最 洲 了 苏联 有 发 射 洲际 导弹 的 能 为 ;1961 tE 4 H 12 H , HË 
ESS re BR i DR CIO. A. Tarapan) 3€" 7&2; ^1. 号 飞船 实现 
T SEMPRE €f. Xl Bid “BE PR SR 1969 
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^r 7 H 20 口 实现 了 两 名 航天 员 登 上 了 月 球 ,并 顺利 地 返回 ;1981 
年 4 月 12 日 英国 “ 同 伦 比 严 "号 航天 飞机 从 地 面 起 飞 , 绕 地 球 36 
轿 以 所 成 功 地 降落 在 爱德华 兹 空军 基地 。 男 一 方面 ,气动 性 能 先 
进 的 苏 -27 和 F-22 等 也 相继 出 现 。 这 些 大 大 促进 了 脏 空 航天 事业 
的 发 展 。 作 为 航空 航天 事业 的 基础 ,近代 空气 动力 学 不 仅 涉及 低 
KE .超声 速 ,谭晶 包括 高 超声 速 和 超 高 速 范围 ,此 时 空气 中 
已 产生 离 解 .电离 和 共 他 化 学 反应 。 空 气动 力学 已 不 再 仅仅 是 30 
年 代 以 机 取 理 论 为 代表 的 传统 的 学 科 , 它 的 发 展 引 发 了 多 学 科 之 
间 相 互 渗透 .大 大 王 富 了 空气 动力 学 的 内 湖 。 

过 去 近 50 年 的 航空 航天 事业 的 迅速 发 展 ,拉动 了 空气 动力 学 
各 方面 的 研究 上 作 , 使 空气 动力 党 作为 一 个 重要 学 科 , 全 方位 突出 
于 航空 航 大 科学 的 前 沿 。 特 别 蚌 半 个 世纪 以 来 计算 机 及 计算 理论 
和 技术 的 发 展 使 计算 流体 力学 (计算 空气 动力 学 ) 上 成 为 :个 主要 的 
分 文学 科 ; 电 子 技术 ,控制 技术 此 传感器 技术 的 迅猛 发 展 鸽 气动 实 
rdi K LL 2 H s , MA CATE 30 WJ W J WJ Hç; , 2 J8 A 9T 92 3 OD 1 
其 ;此 线性 动力 学 的 发 展 和 拓扑 分 析 提 供 新 的 理论 武器 。 在 这 
半 个 世纪 内 虽然 有 空气 动力 学 专著 出 版 ,但 是 没有 看 到 30 年 代 、 
50 年 代 那 样 高 品位 的 空气 动力 学 类 书 。 因 此 ,在 1994 年 的 一 次 
有 国内 部 分 空气 动力 学 工作 者 参加 的 座谈 会 上, 张 湛 信 等 同志 就 
倡议 由 中 国 的 空气 动力 学 工作 者 发 挥 集体 智慧 来 编 苦 - . 套 跨 世纪 
的 近代 空气 动力 学 丛书, 并 很 快 得 到 原 国 防 科 汪 : 委 的 赞同 ,成 立 了 
RES , 织 秋 会 的 日 常 管理 工作 排 靠 在 中 同 空气 动 少 研究 与 发 展 
中 心 , 并 在 国防 科技 图 书 出 版 基金 评审 委员 会 和 国防 工业 出 版 社 
H RETIR LIE, 

AEX REA s RE RARE WO. 30 年 代 的 从 书 是 世 
界 性 的 ,主要 的 作者 包括 了 世纪 性 的 科学 家 普 妆 特 . 泰 勒 和 卡门 。 
50 年 代 普林斯顿 大 学 的 那 套 从 书 , 主 要 的 作者 都 是 当时 在 美国 的 
第 一 流 科 学 家 。 我 们 的 丛书 要 继承 和 发 扬 前 项 套 从 蔬 的 优点 , 显 
然 , 编 车 工作 是 十 分 艰巨 的 。 

新 中 国 成 立 后 ,在 自力 更 生 的 方针 指 二 下 , 几 于 国内 空气 动力 
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学 部 门 和 全 图 有 关 单 位 的 大 力 协 问 , 以 及 空气 动力 学 了 作者 的 努 
AEF ,在 钱学森 和 郭 永 剑 的 率领 下 ,不 仪 继承 了 普 琉 特 .卡门 学 
PR R3 0C BE £o SE ,而 月 在 钱学森 发 展 的 系统 工程 思想 的 指导 下 , 抓 住 
空气 动力 学 总 体 ,促进 各 学 科 之 间 的 交 姻 ,使 我 国 的 空气 动力 学 在 
过 去 40 多 年 的 时 间 畦 得 到 了 迅速 的 发 展 , 可 雇 说 从 无 到 有 接近 利 
达到 国际 先进 水 平 , 并 积累 了 十 分 宝贵 的 经 验 . RPL AE E A AF 
薄 , 应 该 很 好 地 加 以 总 结 , 佑 这 大 ,从 书 能 充分 反映 新 中 国 空气 动力 
SLANE Re o 
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"5081 JE ESE eA BR A B0 3 SJ ELA T DS RETE fF 
AWS ,是 航空 航天 技术 最 重要 的 理 沦 基 珊 之 一 。 翌 机 和 航天 
28 B3 SPE AS DUE UC UE , HERE AS Br E ,无 林 与 举 气 动力 学 的 发 展 密 切 
相关 。 在 新 型 飞行 器 设计 中 ,空气 动力 学 将 起 到 僵 发 重要 的 作 
用 。 

我 国 的 航空 航天 事业 取得 了 举世 瞩 日 的 成 就 ,广大 空气 动力 
学 工作 者 为 发 展 航 空 航天 事业 和 空气 动态 学 科学 做 出 了 突出 贡 
献 。 为 了 促进 空气 动力 学 的 进一步 发 展 , 迎 接 新 世纪 挑战 ,总 结 经 
验 , 培 养 人 才 ,更 好 地 为 航空 航天 事业 和 国民 经 济 服 芳 , 特 组 织 编 
著 出 版 近代 空气 动力 学 大 书 。 

近代 空气 动力 党 从 书 由 20 多 种 单 本 专著 组 成 ,分 理论 和 实 
验 丁 部分。 理论 部 分 包括 ; 跨 声 速 空气 动力 学 理论 ,无 茜 性 山越 
RSA EMIS PRAMAS RRA Bs 
TERRES pr FH PARAS RAK AAI AUC 
法 ,高 速 气流 传 热 与 烧 蚀 热 防 护 , 多 相 清 流 反 应 流体 力学 , 尚 省 非 
平衡 空气 绕 流 , 溃 水 , 旋 消 与 分 离 流 动 结构 的 分 析 , 风 工程 与 工 
业 空 气动 力学 , 矶 机 设计 空气 动力 学 ,发 射 气体 动力 学 等 。 实 验 
部 分 包括 : 风 洞 实验 , 风 油 天平, 风 洞 实验 干扰 与 修正 ,脉冲 风 润 ， 
近 民 流动 显示 技术 等 ,从 节 的 编著 坚持 “五 性 "原则 。 即 桥梁 性 : 
从 节 是 基础 空气 动力 学 到 宝 气 动力 党 前 洪 过 滤 的 桥梁 。 专 题 
性 :从 书 分 成 若干 单 本 ,每 一 单 本 仅 涉及 -个 专门 领域 ,是 专 普 性 
从 书 。 近 代 性 :从 书 不 仅 重视 学 科 已 有 的 成 就 ,而 且 重 视 近 代 的 发 
展 。 系 统 性 ;每 -- 单 本 专著 , 均 有 系统 地 介绍 该 领域 的 知 梁 币 发 
展 。 配 套 性 :从 书 的 各 单 本 专 莹 联合 在 - 走 , 基 本 蓝 盖 了 近代 空气 
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AE MM, A TARA HE SJ b. RU IRSE LER. Y A rE XE Hc 
十 为 主任 委员 的 编辑 委员 会 ,负责 制定 从 书 编写 计划 ` EE ZE 94 
者 .审查 书稿 以 皮 问 国防 科技 疼 书 出 版 基金 评审 委员 会 推荐 申 
请 资助 等 。 中 国宝 气动 力 研究 与 发 展 中 心 对 编辑 委员 会 的 工作 
KARMA Jd Ape POL xd. MCA RASS Su m 
请 国防 科技 图 书 出 版 基金 获得 资助 后 ,由 国防 工 灶 出 版 社 列 选 

计算 流体 动力 学 ,英文 名 称 为 Computational Fluid Dynamics, 
简称 CFD. 它 是 利用 计算 机 和 数值 方法 求解 满足 定 解 条 件 的 流 
体 动 力学 方程 以 获得 流动 规律 和 解决 流动 问题 的 专门 学 问 。 计 算 
流体 动 万 学 作 为 一 门 专 门 学 科 , 大 约 是 20 世纪 60 年 代 形 成 的 。 
它 一 出 现 , 就 得 刘 了 迅速 发 展 ,现在 CFD 已 深入 到 与 流动 有 关 的 
各 个 技术 领域 。 按 照 我 们 的 观点 ,计算 流体 动 旋 党 的 研究 内 容 可 
用 35 个 M 和 1 个 入 来 表述 。 第 一 个 M Æ Machine 的 缩写 LER 
示 计 算 机 Computer, 这 是 进行 流动 计算 研究 必须 具备 的 工具 。 当 
今 并 行 计 算 机 已 大 最 出 现 , 它 的 设计 和 运行 与 计算 流体 动力 学 的 
内 容 有 密切 关系 。 第 二 个 M E Mesh 的 缩写 ,表示 网 格 , 有 时 人 们 
也 用 Grid 表示 。 在 进行 流动 计算 时 ,把 流 场 划 分 成 网 赂 是 必 经 的 
步骤 ,在 此 基础 了 ,流动 方程 才 可 能 被 离散 。 现 在 网 格 生成 已 成 为 
一 个 专门 学 问 , 贴 体 网 格 生成 技术 , 亚 合 网 格 技术 GEER HER ， 
结构 和 非 结 愧 混合 网 格 技术 等 大 量 出 现 。 第 三 个 M 表示 
Method, 即 方法 ,这 时 有 狭义 与 广义 两 种 理解 。 其 狭义 理解 ,是 指 
流体 动力 学 方程 的 求解 方法 以 及 定 解 条 件 的 处 理 方法 。 广 义 说 法 
除 包 含 狭义 说 法 的 内 容 外 ,还 包括 建立 流动 方程 各 定 解 条 件 , 即 形 
成 被 计算 的 数学 问题 的 方法 。 在 CFD 中 ,方法 研究 是 最 活 姥 的 ， 
当前 已 担 出 了 各 式 各 样 的 计算 方法 ,例如 在 气体 动力 学 中 ,已 发 展 
TARESTE ARTE . 谱 方 法 和 样 条 函数 法 ,在 这 四 大 类 方 
法 中 ,又 在 下 花 从 门 的 离散 格式 。 第 四 个 M BK Mechanism , BI! 
DU. 利用 CFD ieee bit z 61 EC, e | E: t 32 MR BJ PS t 10 F 
太 量 数据 ,有 有 人称 之 为 数据 海洋 。 要 从 这 大 基数 据 中 找 出 流动 


X 


机 理 和 规律 ,这 方面 的 研究 是 极为 必要 的 。 第 天 个 M 去 示 
Mapping , 即 作 了 ,把 计算 结果 按 需 昌 作 出 静态 的 或 动态 的 图 
ERER. 第 四 .第 五 个 M 实际 是 CFD PGMA MAA. 当今 
的 发 展 也 是 丰富 多 彩 的 ,日 前 已 出 现 很 多 后 处 理 软 件 系统 , 特 旭 
是 虚拟 技术 的 出 现 , 给 这 方面 的 研究 戏 添 了 活力 。 一 个 A 表示 
Application, Hl Ha. EA. E AP M IEEE ALBI A TH SERE TIRE 
-起 ,就 形成 一 个 源头 ,可 用 来 解决 各 种 流动 问题 。 这 中 的 应 用 有 
Pj Jy E Rv 6 ,一 是 用 来 解决 各 种 工程 上 的 流动 问题 , ELE DN 
明 流 动 自身 的 机 理 和 规律 。 目 前 在 这 两 个 方面 都 有 很 大 的 
发 展 。 

计算 流体 动力 学 在 我 国学 科 设 置 的 名 称 上 叫做 计算 流体 力 
SE ETE A X XC NOS Computational Fluid Mechanics, 这 与 
CFD 的 英文 名 不 一 致 。CFD 是 国际 上 对 计算 流体 动力 学 统一 的 
名 称 缩 写 ,为 了 和 国际 上 统 :…- ,把 计算 流体 力学 的 名 称 译 为 CED。 
在 本 书 中 ,i[ 算 流体 力学 的 名 称 也 被 采用 , 故 在 此 特别 说 明 。 此 
外 ,有 人 将 计算 流体 力学 解决 流动 问题 称 为 数值 模拟 (Numerical 
Simulation) ,这 个 名 词 在 以 后 的 研究 中 也 将 采用 。 

20 世纪 60 年 代 以 前 ,求解 流体 动力 学 方程 的 主要 方法 是 解 
析 分 析 。 解 析 分 析 方 法 的 优点 是 可 以 建立 流动 物理 量 之 间 的 显 式 
关系 ,揭示 流动 内 部 的 机 地 和 规律 ;缺点 是 很 难 求解 复杂 的 流动 问 
题 。20 世纪 60 年 代 计 算 流 体 动 力学 出 现 以 后 ,由 于 计算 机 技术 、 
网 格 技术 .计算 方法 和 后 处 理 技术 的 地 速 发 展 ,计算 流体 动力 学 求 
解 流动 问题 的 能 力 越 来 越 高 , 砚 在 几乎 任何 复杂 的 流动 ,只 要 定 解 
条 件 和 流动 的 控制 方程 可 以 正确 提出 ,都 可 进行 计算 ,并 给 出 相应 
的 计算 结果 。 在 这 种 情况 下 ,解析 分 析 被 冷落 。 然 而 也 出 现 了 一 
些 新 的 问题 : 

1. 对 丁 复杂 的 流动 问题 ,计算 方法 的 有 效 性 常常 与 流 场 的 物 
理 情况 有 关 ,如 何 根据 流 场 的 情况 选择 .改进 或 设计 计算 方法 7 

2. 当 计算 方法 给 定 后 ,为 TRAE TE AE SU op ORI A Ee PT 
格 及 网 属 的 结 点 分 布 ? 


3. 如 何 进 行 边界 点 的 计算 以 适应 内 点 计算 的 需求 ? 

4. 对 于 复杂 流动 问题 ,计算 数据 已 成 为 海洋 。 如 何 从 数据 海 
洋 中 揭示 其 流动 机 理 和 规律 ? 

这 些 问题 均 与 流动 的 物理 特征 相关 ,因此 要 解决 它们 必须 开 
展 物 理 分 析 人 研究 。 在 CFD 研究 中 ,重视 物理 分 析 蚌 非常 必要 的 ， 
也 就 是 说 ,计算 流体 动力 学 与 分 析 研 究 必 须 结合 起 来 。 在 CFD 的 
发 展 历 称 中 ,有些 成 功 的 下 作 是 建立 在 物理 分 析 的 基础 上 的 ,例如 
^i oi oi B f E SS Jr ME | Murman- Cole 迎风 差分 方法 以 及 
Jameson 的 旋转 差分 方法 都 有 很 强 的 物理 背景 。 在 求解 带 激 波 
的 流动 时 ,Godonev 的 差分 求解 方法 以 及 本 书 将 变 介 绍 的 无 波 
动 .无 日 由 参数 和 具有 耗 散 性 的 差分 方法 (简称 NND 格式 } 也 是 
根据 物理 分 析 建 立 的 。 近 年 来 ,由 于 已 经 认识 到 物 埋 分 析 在 
CFD 中 的 重要 性 ,因而 做 了 不 少 涉 及 上 述 问题 的 工作 。CFD 
与 物理 分 析 相 结合 ,已 成 为 计算 流体 动 尹 学 发 展 的 -- 个 重要 方 
向 。 

据 我 们 所 知 ,国内 外 已 出 版 了 不 少 计算 流体 力学 的 著作 。 这 
本 书 的 特点 是 从 物理 分 析出 发 研究 计算 流体 力学 ,或 者 说 将 力学 
分 析 与 数值 模拟 柑 结 合 来 研究 CFD 的 问题 。 作 者 将 通过 物理 分 
析 , 提 出 设计 数值 计算 方法 的 基本 诛 则 ,从 而 根据 这 些 库 则 ,建立 
高 精度 .高 分 辩 率 的 计算 格式 ;通过 物理 分 析 ,建立 设计 计算 网 格 
间 虹 和 结 点 数 的 原则 ,从 而 根据 这 些 原则 给 出 与 计算 格式 精度 协 
调 一 致 的 网 格 布 置 ;通过 物理 力学 分 析 ,利用 边界 条 件 , 提 出 运用 
于 流 场 计 算 的 边界 控制 方程 ,其 而 可 使 用 和 内 点 计算 精度 一 致 的 
格式 去 求解 ;通过 物理 分 析 ,揭示 三维 复 杂 狐 性 分 离 流 动 表面 流 态 
的 拓扑 结 构 规 律 以 及 慌 截 面 流 态 的 拓扑 结构 规律 ,从 而 可 利用 这 
些 规 律 从 数据 海洋 中 揭示 流动 的 机 理 和 特征 ,并 进一步 作出 能 反 
映 机 理 、 特 征 的 流动 图 和 像 。 以 上 这 些 内 容 , 均 是 根据 作者 的 研究 成 
XS m. 

48-38 2,3,4,9,10 XE H SER E758 1,5,6,7,8 EH PCR 
TAK ER SHEP SS TOE BELA XO, St 
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HEHE . 吴 望 一 教授 对 本 书 的 内 容 提出 了 许多 很 好 的 意见 。 第 
8 章 中 关于 非 结 构 网 客 和 温 合 网 格 部 分 为 张 来 平 博士 编写 。 
此 外 , 叶 友 达 RIER ES TIRE on fp LESE SET d: yr m 
RUSH ei eR, ERAN EMR RR OMB 
Ji. 


由 于 水 平 限制 ,本 忆 的 错误 难免 ,化 请 读者 提出 批评 ,以 便 疏 
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第 1 章 流体 力学 的 各 级 近似 
方程 及 其 数学 性 质 


牛顿 黏 性 访 体 运 动 的 支配 方程 Navier-Stokes 方程 相当 精 
确 地 描述 了 自然 界 和 工程 中 经 常 遇 到 的 许 许多 多 流动 现象 。 我 们 
的 讨论 将 限制 在 Navier-Stokes 方程 以 及 它 的 各 级 近似 方程 的 范 
围 内 , 非 牛顿 流体 及 稀薄 气体 流动 等 问题 均 不 涉及 。 

由 于 本 童 的 主要 目的 是 分 析 流 体力 学 各 级 近似 方程 的 数学 性 
质 ,而 二 维 流动 与 三 维 流动 支配 放 程 的 数学 性 质 及 其 分 析 方 法 是 
完全 类 似 的 ,为 简单 起 见 , 本 章 中 仪 讨论 二 维 流动 。 


1.1 流体 力学 的 各 级 近似 方程 [1 


我 们 认为 读者 已 经 学 过 流体 力学 课程 ,因此 在 这 里 仪 列 出 结 
果 而 不 作 任 何 推导 。 


1.1.1 可 压缩 牛顿 流体 二 维 非 定常 流动 的 Navier-Stokes 方程 
该 方程 可 写成 


aU 3E ƏF 
a, Tax! Jy = 0 (1.1.1) 


RP U=[p pu po E 

' pu 

E- LC ; 
PHU Try 

LCE, + p)u — utu UT + q, Í 


r pv 
PHU Try 
purt prt, 
CE, + p)u-ut,, Oty + g, 
式 中 ,xz 分 别 是 速度 矢量 在 zy MARE ip EEN p 是 
Um. 


E, = [e + 3(u + v2) | (1.1.2) 


它 表示 单位 体积 流体 的 总 能 量 。e 为 单位 质量 流体 所 具有 的 内 
能 。 


Qu Ju , dari 

Trr 一 2n 2r 十 alse T 2.] 
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式 中 ,yp Ru LASER MA 是 第 二 黏 性 系数 ,它们 之 间 由 下 式 联 
RA 


; 2 
"u =+ 


a 


rR, 称 容 积 黏 人 性 系数 。# Me 是 由 分 子 与 分 子 之 间 的 相互 作 
用 规律 及 分 子 的 性 质 所 决定 的 。 在 我 们 感 兴趣 的 大 多 数 情况 中 ， 
分 子 的 内 在 运动 没有 被 激发 起 来 ,此 时 可 认为 u^ 0, FER 


=“ (1.1.4) 


qx 二 一 K9 Ti9z | 
> (1.1.5) 
gy =- KaT/ay | 


式 中 ,KK APART RAKI T EE. 

FRAU. 1D F Sr] OT MUERE DE LP D OUR] EP 
状态 方程 以 及 甘于 e 和 天 的 关系 式 。 例 如 ,对 于 完全 气体 而 言 ， 
有 如 下 黄 个 状态 方程 


b RoT (1.1.6) 


e = CT (1.1.7) 


v 


AP., R 是 气体 常数 ,对 于 每 - -种 气体 来 说 ,人 它 是 一 个 确定 的 常 
HC, ER ILA. 

根 锯 气体 运动 沦 , 可 以 把 知性 系数 w MIE SARK 与 热力 
学 状态 参数 联系 起 米 。 例 如 ,关于 藕 性 系数 的 Sutherland 公式 为 


pre 


式 中 ,对 于 给 定 的 气体 来 说 ,C AC, 分 别 为 带 数 ,例如 对 于 在 中 
等 洲 度 下 的 宝 气 而 言 , Cl = 1.458 x 10 ° kg/Cms VK), C; = 
110.4K, 
而 热 传 学 系数 K ASE AR < Z [a] parar Hx E 
Cy 


P, — .1. 


AP, C 是 等 压 比 热 。 而 对 于 大 多 数 气 体 米 说 ,比值 (CP,) 近 
位 为 常 值 。 例 如 标准 状况 下 空气 的 p. 数 等 于 0.72。. 

应 当 指 出 ,上 述 状态 方程 和 关于 z. K 的 关系 式 都 是 以 代数 
方程 的 形式 出 现 的 ,应 而 它们 对 于 偏 微分 方程 组 的 数学 性 质 并 没 
有 本 质 的 影响 。 

将 式 (1.1.1) 展 开 订 得 可 压缩 荔 性 常 比 热 完全 气体 二 维 非 定 
常 流动 的 Navier-Stokes Zr Té fr HE JL A8 bs RD 89 80 F aot CB 


定 fe = const, À = const) 


do dp I dp , du dy 
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(1.1.11) 
FA FEBR US, 


若 在 上 述 方程 组 中 令 世 = 0, 则 可 得 到 相应 定常 流动 的 支配 
方程 组 。 


1.1.2. FAWR Navier-Stokes 方程 
AX Bir Fs ,在 物 面 附近 的 流动 中 , 沿 切 线 方向 的 耗 散 远 小 于 浙 
法 线 方向 的 梓 散 , 故 可 把 Navier-Stokes 方程 中 包含 沿 主要 流动 方 
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2 
pi x FM 项 都 略 去 , 即 可 得 到 抛物 化 的 Navier-Stokes 方程 如 下 


9p | ap Pp, 3u av | 
一 - + y5 二 一 
np "a3. "o. Pax Pay 
€ c c a A+? 2? 
lu uou Vu, LSP Mew Ip 
at or ay p ax e az 
ap ov, dv, 120. eRe, 
Je "ax Cay pay pay? - (1.1.12) 
ap Jp dp (5: Yup 356 

u tou 十 
EF dar dy ag dy. bp 3y? 

g* R 
z ed = 7P 
p ay C. 


若 在 上 述 EI T =0, 即 可 得 到 相应 定常 流动 的 抛物 
化 Navier-Stokes 方程 。 


1.1.3 不 可 压缩 牛顿 流体 二 维 非 定常 流动 的 Navier-Stokes 
方程 
对 于 滚 体 或 低速 运动 的 气体 而 言 , 可 以 采用 不 可 压缩 近似 , 即 


Pe Lo X: Ub RETE RT SIE BOT EL RAH ROR. ER, 
Dt 


支配 方程 为 
Ou du 
一 -一 十 — 一 
da y 0 
au Ju Ju |, ] dp (= 74] 
= + U = + _ + = 0` 
dt LEM ?3y px y PEE ay? (1.1.13) 
EET ; au + ay 4 1 dp (5 72] 0 
di CH dy v d p ay y ax? ay? 一 


RP, v 为 运动 粘性 系数 。 若 在 上 述 方程 组 中 令 世 = 0, 则 可 待 到 
不 可 压缩 牛顿 流体 二 维 定 常 流 动 的 NavierStokes 方程 。 


1.1.4 可 压缩 理想 完全 气体 二 维 非 定常 绝热 流动 的 Euler 
方程 

实验 表明 ,在 大 雷诺 数 流动 中 ,只 在 物 面 附近 薄 层 中 黏 性 的 影 
响 是 重要 的 , 洛 在 除去 此 薄 层 外 的 主流 区 中 名 性 影响 可 以 忽略 ,于 
是 可 以 把 主流 区 中 的 流体 近 亿 地 认为 是 无 攻 性 的 理想 流体 。 此 时 
Aw =0,A=0,K ~0, 其 支配 方 穆 为 如 下 Euler 方程 


Jp , dp , 28 ; Ju Jv o 
dt der EL Por P3, 
é d 

ag s pax 


90, da, ay, lap 


(1.1.14) 


ae | dx ” ay pay 

2 J a a 3 2) 
Poy Pay? a? Oy hay Blog 
dt ax ay DE ag ay 


式 中 ,a 为 声速 。 在 上 述 J e Z = 0, Bü] GT $358 BJ He 38 EB s 
完全 气体 二 维 定常 绝热 流动 的 Euler 方程 。 


1.4.5 可 压缩 理想 流体 二 维 非 定常 薄 声 速 无 旋 流 动 的 支配 
方程 

在 流体 妃 学 课程 中 已 经 证 明 , 当 物体 在 理想 流体 中 作 亚 交界 
飞行 时 ,整个 流 场 将 是 无 旋 的 ;即使 当 物 体 做 跨 声 速 飞 行 时 , 激 波 
强 上 庶 不 大 ,整个 流 场 也 可 近似 地 当 作 是 左旋 的 。 因 此 ,尽管 无 旋 流 
动 是 很 特殊 的 流动 ,但 却 具 有 很 大 的 实用 上 的 重要 性 。 在 无 旋 流 
动情 况 中 ,存在 速度 势 ,问题 得 到 很 大 简化 ,此 时 ,支配 方程 为 


a d d ( i 

-E 42u 3; ^2v See (u? = a?) SE n 

at? ðr : 

Ju aa 
Zuu Zt Cv? cat) = 0 

p ` p (1.1.15) 
"PEE 
Ip 
ay — 


了 


在 上 述 方程 组 中 令 六 =0, 妈 可 得 到 可 压缩 理想 流体 二 维 定 
常 跨 声 速 无 旋 流 动 的 支配 方程 。 


1.1.6 可 压缩 理想 流体 二 维 非 定常 跨 声 速 无 旋 流 动 的 小 扰 
动 方程 
如 时 我 们 所 研究 的 流 场 是 由 于 在 某 个 均匀 流动 中 产生 的 微小 
扰动 所 引起 的 ,例如 研究 均匀 来 流 绕 过 -一 个 薄 愤 的 流 场 ,那么 可 以 
应 用 小 扰动 假设 而 使 间 题 得 到 简化 。 

可 压缩 理想 流体 一 维 非 定常 跨 声 速 无 旋 小 扰动 流动 的 支配 放 
RAY 


= 


Ju ðw 


_ 2 2u fy _ u 3u _ 
KMa?, S +|1 Mat, - (y + Dy “52+ 5, = 0 
2v du 4 
Je ay 
(1.1.16) 


式 中 ,KK 为 频率 参数 , Ma HOR, EXRTEBLEDS RET (I .中 频 运 
动 , 即 兵 <&1 或 天 s] 的 情况 ;下 标 o 吧 表示 无 穷 远 来 流 参 数 。 


4 EXE > = 0, 则 可 得 到 可 压缩 理 根 流体 二 维 定 
常 跨 声 速 无 旋 小 扰动 流动 的 支配 方程 。 

1.1.7 可 压缩 理想 流体 二 维 定常 亚 声 速 或 超声 速 无 旋 流 动 
的 小 扰动 方程 


G - Mal) $5 + 2% = 0 

dr dy 

5 ) i (1.1.17) 
gu fu o 


Jx ay J 


Q ”这 里 假定 主流 方向 为 r 方向。 


1.2 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 的 分 类 


前 一 节 中 所 述 流 体力 学 各 弘 近 似 方 程 都 可 以 归结 为 一 阶 拟 线 
性 偏 微分 方程 组 。 下面, 我 们 参照 文献 [2?] ,给 出 一 种 县 有 局 发 性 
的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 的 分 类 方法 ”。 

设 有 如 下 一 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 组 


aU 2U _ 
DESEE 


(1.2.1) 


这 里 ,我 们 采用 了 Einstein 的 求 和 约定 ,其 中 U= U, U; 
Ul 5A, An 阶 方 阵 , 其 元 素 为 1 ,x;,U; WRR; SLA h 
Fi qn f Bt, x,, U, 的 函数 。 

4 AI (jo 1,2, n ONERE A, 的 特征 值 , 亦 即 特征 方程 
LA, - A) I| =0 的 根 , 则 9] 

(1) 车 这 ”个 特征 值 全 为 复数 , 则 方程 人 (1.2.1) 人 在 :一 平面 
上 为 纯 椭 圆 型 。 

(2) 着 这 n 个 特征 值 为 互 不 相等 旦 不 等 于 零 的 实数 , 则 方程 
(1.2.1)fE t— x, 平面 上 为 纯 双 曲 型 。 

(3) EX # 个 特征 值 全 为 堆 , 则 方程 (1.2.1) 在 + 一 xz; 平面 上 
为 纯 抛 物 型 。 

(4) Ait n 个 特征 值 部 分 为 实数 ,部 分 为 复数 , 则 方程 
(1.2.1) 在 :1-x; 平 面 上 为 双 曲 一 椭圆 型 ,或 简称 椭圆 型 。 

(5) 车 这 n 个 特征 信 爹 为 实数 ,是 部 分 为 零 ,部 分 不 为 零 , 则 
方程 (1.2.1) 在 上 -xi 平面 上 为 双 曲 抛物 型 或 抛物 双 昌 型 OLD 
物 型 为 主 还 是 以 双 曲 型 为 主 而 定 。 


T ”对 于 一 阶 拟 线 性 偏 微分 要 程 组 而 言 ,至 今 尚 没有 一 种 公认 的 统一 的 分 类 方法 ， 
这 里 介绍 一 种 使 于 应 用 的 分 类 方法 。 


1.3 流体 力学 各 级 近似 方程 的 类 型 


1.3.1 可 压缩 理想 流体 二 维 定常 亚 声速 或 超声 速 无 旋 流 动 


的 小 扰动 方程 
Ji PECV. 1.17) mj Bic un p AREE 方程 
EASTO (1.3.1) 
式 中 


r ro dfs 
= ni ; Á = 1B a 
Ly L-1 9 
ix, P=1- Mal. 
SM: A 的 特征 上 方程 为 


[A — ÀI i= O 
l 
24.2 
即 . Pa 20 (1.3.2) 


由 此 可 得 如 下 结论 。 


(1) 4 820,B8 Ma. <1 Hay = PERITI 
故 方程 (1.3.1) 为 纯 椭 加 型 。 

(2) 当 8<0, 即 Ma >1 时 ,X12= t -二 ,它们 为 两 个 不 
相等 的 实数 , 故 方程 (1.3.1) 为 纯 双 井 型 。 


1.3.2 可 压缩 理想 流体 二 维 定常 跨 声 速 无 旋 流 动 的 小 扰动 
方程 
42 = 0 时 ,方程 (1.1.16) 可 改写 成 如 下 算 阵 方程 


au ay 
de tA Gy 79 (1.3.3) 


式 中 
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XH g—1- Mal - (Y r De 

Bi eT 45,27 82 (1.3.3 )98(1.3. DER E Bd MBER 
BRE A 在 形式 上 也 完全 -一样 ,所 相同 处 只 是 站 的 表达 式 不 一 
Re, GAT Hi Fw. 


(1) 当 p>oit,a,.= t 3 它们 都 是 虚数 ,方程 (1.3 .3 
VELO 

QQ) 当 B<O 时 ,X12 t - LL COTES ERU eRe, Jf 
(1.3.3) Ay BEL EE 99 。 


1.3.3 可 上 庄 缩 理想 流体 二 维 非 定常 跨 声 速 无 旋 流 动 的 小 扰 
动 方程 
方程 (1.1.16) 可 改写 成 如 下 第 阵 方程 


Tt AG tB 0 (1.3.4) 
式 中 
_ [z [6 1/8 _ [- al 0 
u-|"): 4=-| ， MI B=} 0 ME 
这 里 = KMa?,; 
B—1l- Mal - (7+ Ug. 
EE A 的 特征 方程 为 
_ |- ME 2 1 _ 
|A l= | 2d =A t350 (1.3.5) 
由 此 得 到 以 下 结论 。 


1) 当 B>0 时 ,ht = ia 让 ,它们 都 是 虚数 ,下方 各 


(1.3.4) 在 (zy) 平 面 上 为 纯 三 圆 型 。 

(2) 当 g«0 mt al? = N -p ,它们 是 互 不 相等 的 实数 ， 故 
PEE 

和 矩阵 B 的 特征 方程 为 


DEN 0 E (1.3.6) 


0 -À 


故 有 At ag P= Be 
Erie, 2738 (1.3.4)E z — x FR Lee. 
我 们 也 可 将 方程 (1.1,.16) 改 写成 如 下 矩阵 方程 


aU ,ar 2U 
ay *4 a, P EP = Ü (1.3.7) 


这 里 ,a 与 8 的 表示 式 与 前 相同 。 
矩阵 A 的 特征 方程 为 
A2 4 8 = 0 (1.3.8) 
由 此 得 到 结论 ; 
(1) 3 p> m,a? = 圭 Y 记 ,它们 都 是 虚数 ,方程 (1.3.7) 在 
z- y XE ii E AAMEN. 
(2) 4 gcom at = +. 一 有 ,它们 是 互 不 相等 的 实数 , 方 
程 (1.3.7) 存 (zx,y) 平 面 上 为 纯 双 曲 型 。 
FER B 的 特征 方程 为 
A -0 (1.3.9) 


故 有 AV -0. BUE RILIEECLLS DEO, D eR ED PORE TL 
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1.3.4 ”可 压缩 理想 流体 二 维 定常 跨 声 速 无 施 流动 的 支配 方 


程 
此 时 ,这 =0, 故 方程 (1.1.15) 可 简化 为 
Cu? = a?) e 2uv SE + (vh - at) $9 = o| 
Ju ðu [ 
ox ay T’ | 
(1.3.10) 
我 们 可 将 方程 (1.3.10)? 改 写成 如 下 答 阵 方程 
dU au 
3r Az, =9 (1.3.11) 
式 中 


2 2 _ 2 
APEX 5S = 0 (1.3.12) 


. nut 24 4x. 2 
B ay stre petat 
由 此 可 得 如 下 结论 。 

(D 4(u? +07) >a? AY, ERRE, AY AMARA 
等 的 实数 ,方程 (1.3.10) 为 纯 双 尚 型 。 

(2) 当 (z2+ v^) « az 时, 即 在 亚 声速 区 ,af 如 均 为 复数 ,方程 


(1.3.10) 为 纯 椭圆 型 。 


1.3.5 可 压缩 理想 流体 二 维 非 定常 跨 声 速 无 旋 流 动 的 支 瑟 
方程 

首先 把 方程 (1.1.15) 化 为 一 阶 所 线性 偏 微分 方程 组 。 为 此 引 
进 新 的 未 知 基 
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Le 
wes, 
方程 (1.1.15) 可 化 为 
a te) du _ 
Jx at 0 
gu, dv Qu + 2uv du v?- aq? ae 
2 2 2 2 233g 
x ato ay a^a ey utoa |, (13.13) 
1 due, Žu Zu -0 
u? — a? at "yt — a2 3 
du Fu _ 
ax dy ~ 
我 们 将 方程 (1.3.13? 改 写成 如 下 征 阵 方程 
aU aU paU | 
5 | A Jy +B EP =0 (1.3.14) 
式 中 
0 0 Ü 
TU 
_ 27 2uv v-a 
v= |e A= u^- a? wa ntal)’ 
° 0 -1 0 
0 -1 0 
1 Zu 
ES Ü 2 
B u^?- a? u?- a? 
0 0 Ü 
ee A 的 特征 方程 为 
_ _ 2 2uv v -45)- 
|A — A| = afa n-ati 3)=0 
(1.3.15) 
+ 2 25 ,2 
tH 0 =I, 


d 
BRAN =0 是 由 于 所 引入 的 新 未 知 量 w= 而 增添 出 米 
的 。 由 此 可 得 如 下 结论 。 
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(1) 400+ o)<az 时 , 即 在 亚 声速 区 ,3 入 都 是 复数 ,方程 


(1.1.15) 在 (zx,y) 平 面 上 是 纯 椭 圆 型 的 。 
(2) "(2 vt) a? Bh. HEBER GREC LAC D PE H. AS AB 


等 的 实数 ,方程 (1.1.15) 在 (x ,y) 平 面 上 是 纯 双 曲 型 的 
矩阵 B 的 特征 方程 为 
2u a) = 0 


IB — M| =-ala? At 
| ( u - a? u -a 


(1.3.16) 


(B)... (n) 1 
故 有 A; 05À; 4 uta? 


由 此 可 得 结论 :方程 (1.1.15) 在 (x,t) 平 面 上 为 抛物 双 曲 型 ， 
也 可 以 把 方程 (I.1.15) 化 为 


dw Jv _ 
ay ar 9 
du ay 
dy 3r 
av 2u aw , uw? -— a? 3u 2uv av, (1.3.17) 
ay va ðr y—qiar yt gear 
l aw 2v EET 0 
we — ae ar v - qi 一 
它 可 以 被 写成 如 下 矩阵 方程 
3U 2U au _ 
ay A 3,^ 8 go’ (1.3.18) 
Xm 
Ü Ü Ü 
“| 0 0 1 
U = H ; A = ; 
vl 2u H^ — à luv 
uw — a? pea v a? 
0 0 -1 | 
B -| 9 9 0 | 
1 2v | 
Lv? — a? 9 z 21 


Sh 4 的 特征 方程 为 


; 2uv ue — a? 
A’ — M| =-afa’ - SA + EE 
| | | wae v? at, 
(1.3.19) 
(A0 og ta) c m t a v Cu? t v) - a? 
BUR A, 二 03A3.3 m ye ae f 76 


由 此 可 得 与 前 完全 相同 的 关于 方程 (1 .1.15) 在 Cz,wy) 平 而 
的 类 型 的 结论 。 
矩阵 B 的 特征 方程 为 


|B'- AFl = - a| X? zL ;À + —3 ;)- 0 


HOG AY? ona oL. 

出 此 可 得 结论 ;方程 (1 .1.15) 在 (y,t) 平 画 上 是 抛物 双 曲 型 
的 。 

综 上 所 述 可 知 , 在 包含 1:( 时 间 } 轴 的 任意 平 而 上 ,方程 组 
(1.1.15}) 是 抛物 双 曲 型 的 ;在 (x ,y}) 平 面 上 , 当 Ma > 1 时 ,方程 组 
(1,1.15) 是 纯 双 有 曲 型 的 ,而 当 Ma<l BJP WJ E: S 8 B) 8d 59 o 


1.3.6 可 压缩 理想 完全 气体 二 维 定常 纺 热 流动 的 Euler A 
程 


此 时 ,于 =0, 方 程 组 (1.1.14) 简 化 为 


a d 1 
Pa £ + p(S* + 下)}= 0 


“ar ` ay ar ”ay 
, 24 ðu Lap 

ax dy pax ` 

i (1.3.21) 

u dv au 1 ep _ 

PET ay Ë dy 1 

dp dp au av 

as By | op 下 中】 0 
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它 可 以 被 号 成 如 下 第 阵 方 程 
ASU pW -0 (1.3.22) 
or ay 
式 中 
H 0 0 
HE 
U- u ; A= Ü u Ü 一 ; 
? [ 0 u o | 
P Ü yp O0 
v 0 p 0j 
û v 0 Ü 
B= s o y lp 
P 
0 0 yp v 
RERE A WERA 
t __r 1 
u u? a? u(u* — a?) 
1 
0 、 
Ate ww "nec - g?) 
0 0 l 0 
# [ 
2 
pa u 
0 = 0 a 
L u’ — a? u? 一 a J 
SAA ! 左 乘 式 (1.3.22) 可 得 
du au | 
J €3, = 0 (1.3.23) 
式 中 
[v pu pu vo! 
u u? - a? u a? (u^ — a?)u 
0 uu a? EE 
C= u^ — a? u? a? plu? - a?) 
: 0 0 5 1 
t pu 
ig. eee ypu uy 
: 2 2 uq) wee j 


L u^—a 
矩阵 C 的 特征 方程 为 


2 


ic - ar = (2-2) thw alu aD 


a lnu? + 07) + at) = Ü (1.3.24) 
故 有 MO = » T iota Vie. 
由 此 可 得 如 下 结论 。 | 
(D) M 24 o? >a, BI Ma > 1 BP, E BL (1.3.21) X I 
型 。 
(2) H + o <a, B Ma <1 时 ,方程 组 (1.3.21) 为 双 曲 术 
圆 型 。 


1.3.7 可 压缩 理想 完全 气体 二 维 非 定常 绝热 流动 的 Euler 


方程 
方程 组 (1.1.14) 可 以 被 写成 如 下 矩阵 方程 
zu | ASU ZEE (1.3.25) 


Lp UMA K B BJ RIK ij LDP PRE Uu. 
SURE ACIE (1.3.25) 0 f8 
au av au 
ax 1 C 5, -D di 
或 中 ,矩阵 EC 5 Epi i D-A V RFR C 的 
HAC ERA tit S ,结论 是 :在 (zy,y) 平 面 上 上, 当 Ma 1 it, A 
程 组 (1.1.14) 为 双 曲 型 , 当 Ma <1 时 为 双 曲 椭圆 型 。 
SRE D 的 特征 方程 为 
; 1 \2 l 1 
iD- AI| = (A7) viu ruo)? 


(1.3.27) 


= Ü (1.3.26) 


(py E VOR 
EE] Ala = T Ana Tauta’ 


HIET {R i. Ee 2) T F, r 21 (1.1.14)2 £t a H 
型 。 
类 似 地 可 得 :在 (y ,站 平面 上 ,方程 组 人 .1.14) 为 纯 双 曲 型 。 
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£x I Bh s uj A, Ae z (HJ IB SB) EA y E, Jy de #B 
(1.1.14) X SQL d S a. y) E iB ELS Ma >i AMM, 
“4 Ma < 1 I A XX rip ME I] Ae o 


1.3.8 ”可 压缩 理想 完全 气体 二 锥 定常 绝热 流动 的 人 工 密度 
化 的 Euler 方程 i 

前 面 已 经 知道 ,对 于 可 压缩 理想 完全 气体 二 维 定常 绝热 流动 
的 Euler FRM S ERA RR EAA WA Re 
双 曲 型 。 这 两 种 不 同类 型 的 偏 微分 方程 组 具有 不 同 的 数学 特性 ， 
数值 求解 方法 也 不 相同 。 然 而 事先 并 不 知道 亚 声速 区 和 超声 连 区 
的 确切 位 置 ,这 就 给 数值 求解 造成 了 相当 大 的 困难 。 

克服 上 述 困难 的 办 法 之 一 是 设法 使 支配 方程 在 全 场 具有 统一 
的 类 型 。 人 十 密度 化 方法 的 实质 是 使 得 支配 方程 在 超声 速 区 中 忆 
变 成 是 驱 曲 炳 圆 横 的 。 其 具体 做 法 如 下 。 

在 对 是 声速 区 中 的 点 (zy) 写 出 x 方向 和 yy 方向 的 运动 方程 


ix.) 


K WO Cn 
pdr Az li, Az.) d Paley) e 3yl i, y) 


似 地 改 为 | - (2) (2) ，、 ，] ,于 是 可 得 到 人 工 密度 化 的 


Euler 方程 如 下 
Jo dp gu ay 


“or Yay Pax 63, 9 
P 2 9 PAY a” 
, 24 ož a p a Ar P p 
Ox Ay par p ag? 
; r (1.3.28) 
u32 ap acAr Mp 


az “ay pay p aray 
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WUE E + 和 方向 的 运动 方程 中 ,下 面 划 点 线 的 项 只 


在 超声 速 区 中 出 现 ,而 在 亚 声 速 区 中 是 不 出 现 的 。 


下 面 来 判 草 方程 组 (1.3.28} 的 类 型 。 
首先 ,把 方程 组 (1.3.28) 化 为 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 。 为 


此 ,引入 
a 
.= 
f 二 jx 
= 2 
8 一 Jy 
由 式 (1.3.28),(1.3.29),(1.3.30) 可 得 
du 96 | l | 
av vðv  a'Ax Of __ a? 
ar u ay pu ay "m 
af | pu 3v _ pv Au | l,  w 2 
ax pe ay a'Ary — Ax! waa "wr 
d af 
96 fo 
ar Jy 
E 
VP og 
die f 


它 可 以 被 表示 成 如 下 矩阵 方程 


au | aU _ 
ax ay F 
SH USju v f g el 4. 
[ o: 1 Ü 
Ü v _ @Ar 
H pu 
A= | pu 
H 2 n Ü 
| @° Ar a'z 
0 0 -1 
Ü 0 0 


(1.3.29) 


(1.3.30) 


(1.3.31) 


(1.3.32) 
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| - Lua ug) 
Ë 


a^ 
ou 
FT E [1 _ i] HUE 

(Ax atl a Axr 

i 0 

l f J 

HPE A 的 特征 方程 为 
lA — A| =- A2(22 à D(a Z\=0 (1.3.33) 
BAERE 4 RERA 一 一 iy = ati 0a i 


HEO IRE: EC, y) R E, ieie E E a E P: e E de fll 
PRR VHA 3.297 RB EK B f BL OL 


1.3.9 可 压缩 理想 完全 气体 二 维 定常 绝热 流动 的 人 工 压力 
化 的 Euler FE”! 

大 工 压 睛 化 方法 的 实质 是 使 得 支配 方 得 在 亚 声速 区 也 变 成 抛 
TX EH. HORLOGE E o 

在 对 亚 声 速 区 中 的 点 (zx,y) 写 出 x 方向 的 运动 方程 时 ,将 


(-122) amena- (十), (56) 于 是 可 


Pax ji f. 
得 人 十 压力 化 的 EMT 
QUE. au du 1 
"or^ D Par Pay ` ° 
Ju 3u lap AzrƏp p 
"3r ^ "gy pax EM 
ees (1.3.34) 
av dv lop . | 
um u dy e dy E 0 
9p 2P du nuy | 
PE. a Zi 元)= 0 


2I 


应 当 说 明 , 存 x 方向 的 运动 方程 中 下 面 划 点 线 的 项 只 在 亚 声 
ER BHA ,而 在 超声 速 区 中 是 不 出 现 的 。 

于 面 ,和 判别 方程 组 (1.3.34) 的 类 型 。 为 此 , 引 人 大 
2p 


f=; (1.3.35) 
dx 
i538 1.3.34) (1.3.35) n] f8 
3p ri Jp _ pu dp _ of 
ax u dy Ypudy yp 
du 3v | v 2p uf | 
da dy | Yp Jd yp 
Əv vay 1 9p | > 
Jx u ay pu dy 
ap 
dx — J 


9f _ pu Au pu Jv puv v.d] "Ire 


Az Avex Ag dy YPpAT dy P YP Ax | 
(1.3.36) 
tuaj i 8k KR RP eK J 
aU aU — 
ax) 4 oy =F (1.3.37) 
式 中 =fio u v p f]; 
= 0 Ü = 0 
u Ypu 
0 0 1 = 0 
yp 
A= o o £ d 4 
u pu 
Ü Ü Ü Ü Ü 
pu pu puv ! 
0 
L Ar Ar ¥pAxr o| 


(E rl 


矩阵 A 的 特征 方程 为 
|A — Al = (a EE (1.3.38) 


BUERE A 的 特征 值 为 1 人 = aU) =F Waal? 2 AU 2g, 


由 此 可 得 结论 :在 (x ,y} 平 面 上 ,不论 是 在 亚 声 速 区 还 是 超声 
速 区 ,方程 组 {1.3.34) 总 是 抛物 洲 曲 型 的 。 


= 


1.3.10 不 可 压缩 牛顿 流体 二 维 定常 流动 的 Navier-Stokes 7r 


程 
d 
KRER 2 0,288 1.1.1) 08 438 
du du — 1 
à. tay? | 
Ju du 1 2p Pu a _ 
ur 3y pax (55 十 3 s)= 0 (1.3.39) 


du dux 1 ap (Z3 1 
tu U = 
da dy pay 


为 了 将 方程 组 (1.3.39) 化 或 一 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 组 ,引进 


了 二 了 (1.3.40) 
_ ax 

£= 3y (1.3.41) 
= 2° (1.3.42) 
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由 式 (1.3.39) 一 (1.3.42) 可 得 
Jf i f 
9f Əh 0g 
du dy 
Jg of 
dg _ 4 
ax ay 
f à ay 
2h 2i 1 P Leuh- of) 
Toy Ht " (1.3.43) 
dp ag 3h . 
ay # ay ' # ay m pu t vg) 
uo o. 
dx 7 
au _ 
ay = h 
ERD RF EBE y E 
U IU _ y (1.3.44) 
Jr ay 
AP U=[/ h p u vli 
[ Ü 0 1 0 0 0 r Ü 7 
‘-1 0 0 0 6 0 0 
I 0 D - 00 l (uh ~ of) 
A = # F= y ° 
Ü —H M Ü 0 0 - pluf + vg) 
| 0 0 0 0 0 0; f : 
: Ü 0 0 0 0 0: L h E 
kh A 的 特征 方程 为 
LA — M|= 22(22 + 1) = 0 (1.3.45) 
Ho al’ on = ASS = ie 


显然 ,两 个 特征 根 AA = 0 是 出 于 所 引 人 的 两 个 新 变量 /= 


给 和 一 红 而 增添 出 来 的 ,而 由 个 虚 特 征 值 则 是 对 应 于 不 可 压缩 


dr 


定常 Navier-Stokes FER. HIET Ete LS RIIESRA W Navier- 
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Stokes 方程 是 纯 椭圆 型 的 。 


1.3.11 


方程 


不 可 压缩 牛顿 流体 二 维 非 定常 流动 的 Navier-Stokes 


首先 将 方程 组 (1.1.13) 化 为 一 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 组 。 由 式 
(1.t-i3)，(t.3.40)，1.3.41):(1.3.42) 可 得 


af ðh 
元 + 2y = Ü 
Ji "ES 
w “o 
dr dy | 
| 
a 可 3 
2h ^ 1 oe le - MC — of) 
y Hoy Y * (1.3.46) 
3p 3g ah du 
2. "hy 十 pe 3y P 3, = oluf + vg) 
Qu _ 
a. = 
av _ 
2 h 
CE 4I BS d E 
au gu va . 
3. tA ay + Ba, = F (1.3.47) 
式 中 ,UU, 和 ,下 的 表示 式 与 上 一 小 节 中 的 完全 一 样 。 
00020270 07] 
00000 0 
0009000 -~ 
H = y 
0000.5 0 
00000 0 
mo odd 0 0 


关于 矩阵 A 的 特征 秆 已 经 分 析 过 了 ,结论 是 :在 (x,w) 平 面 
上 ,方程 组 (1:1.13) 为 纯 档 图 型 。 而 矩阵 B 的 特征 方程 为 
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IB- AI| = 2° = Ü (1.3.48) 
TE AU -006-1,2,7,6) s BES Ce, OF ML, 
方程 组 (1.1.13) 为 纯 抛物 型 。 
类 似 地 可 得 :在 (>:; 纪 平面 上 ,方程 组 (1.1.13) 为 纯 抛 物 型 。 
综 土 所 述 可 知 :在 包含 时 间 上 轴 的 任何 平面 上 AS HE SE 
WW Navier-Stokes 方程 是 纯 抛物 型 的 ,而 在 (Cry,y) 平 面 上 则 足 纯 柄 
fal HI., 


1.3.12. 抛物 化 的 可 压缩 定常 Navier-Stokes 方程 
此 时 ,3 =0, 方 程 组 (1.1.12) 简 化 为 


2P y Lh (5 + >) 


ü Ar dy P ax ay i 
du Ju 129p À +2⁄ X 
H - Fou t - mae y = | 
ax dy p da p da ! 
2v | dw 1ap pv | 
ug t 9 35 T = 0 Fo (1.3.49) 


ir 
dx dy e dy p ax* 


2 a E ai 
oe pofu a30), Ye 
PES dy dur ay Pro a r? 
y Pp _ R 
Pro dg? C 


u dp — du do dp 
Be = yoy He E r + Py >= 
du ax dx da 
[ (1.3.50) 
— Jo au dur Ip I 
= x, + #, = É. NE 一 : 
e ay > dy dy? ^? dy j 


出 式 (1.3.49) 及 (1.3.50) 可 得 
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Jo. v FP, P av, | p ðu pe du, 
| a - DH HE 

ax u dy u oy À 十 2 Ox À +2⁄ u ay 
6 PL 

(À + 2u)u dx 


: (2p,u, Tow 十 Drvy)} 


Bus pe du 1 2b du 
doa A+ 2n ay ÀA t Ža dx At Zu y 


PEN pu ay pu dy 1 ap -ü 


d x H da H dy H hy 


3p, Prou dp — Prpp du + pp Ë gu 1 dp 十 
Oar Yu dx p 39x (AA 2Qplul dr p dr 


uj 


M I up dp, N P Ju. Prov dp Prpo au _ I 


ay t up d y u dy Yu à 3 fe ay 
ProR - 

一 gy - Pu, t vpy + proy: 

ys, pu ` 


dp, g Br - 

- DE = 0 

d NH ay 

a iy a iy _ 0 i 

Dr ty — : 

ae, du, 
"NN £p | 

dr a y 

? Py — Obs = ü 

dur ay 

d p 

E I = Ps 

du 

"ES Hs 

du 。 

dx vc i 

dh 

op = P, 

ax 


(1.3.51) 
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ALU, ptt -rF (1.3.52) 
da ay 
式 中 ， 
[ 1 1 
0. | i ues 上 Uf * Prt, ) 
Lui | Ü 
T. 0 I 
iB, | 一 PreR p - P (pu, + uD, + Pty) 
Lo. Yul, pu 7 uu 
0 
U- Pla F= 0 | 
Uy 0 
P 0 
i Px 
u . 
uy 
v | 
: uU. 
LP: i 
L pr J 
A = 
_ E ° _ 
)000060 一 一 -一 Ü 一 一 一 一 
10¢ Ü ien (A +2p)u 
Í oe Lol. 
010000000 A+ 2p Ü A + 2p 
001000000 0 - £t 0 
I # 
8 
000100000 [22 - =e) o | L .Pey 
À + ZR te (A + 2u)au yu 
000010000 0 0 0 
:000001000 Ü 0 Ü 
000000100 Ü 0 0 
000000010 0 0 0 
0000000001 ü 0 Ü 
0000000000 l 0 Q 
000000009 Ü 1 Ü 
1000000660 0 0 1 J 


A^ 
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v p PY 
0 f£ 00000011755 0 | 
! pg i 
(0 0 0 000000 .ra 0 0 
i po 1 
0 0 0 0 00000 0 Z -一 
H H 
2 - 
Sog 2 9 00000.—777 Pree _ Prev 
B = | “up u (À t2u)u E Ye |a 
10 0 0 00000 0 0 0 
0-10 000000 0 Ü 
;0 0 -1 0 00000 0 T 0 
|0 0 0 -100000 0 0 0 
0 0 0 0 00000 0 Ü 0 
0 0 0 0 00000 0 0 0 
0 9 6 0 00000 0 0 0 
0 0 0 0 00000 0 0 0 J 
BA tee Fest (1.3.52) 8 
au oU 
FE. C 35s -8 (1.3.53) 
l . 
d 2 q 
100000000 | - —- 0 -— _.. | 
A+ 24 (A+ 2p)u i 
pu | 
010000000 ver 0 wer 
001000000 0 " 0 
000100000 [222 _ e ) 0 (=e P 
E A+ 2p Yp (À *2n)u 
000010000 0 0 0 
000001000 0 0 0 
000000100 0 0 0 
000000010 0 0 0 
000000001 0 0 0 
000000000 1 0 0 
000000000 0 l Ü 
(000000000 0 0 1 J 
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S-A'F- 
B PT + vp + pU.) 2 Hoc É 
H TU MY TU A 十 2n * {A + 2u)u 
pe Lip 
À +2n⁄ ` EEE | 
£ 
_PrpR P . [ee bp ) | 
yet, pu (pa + wpy + Pry) + # À + 24,5 f 
(Free -. P — lp 
yg (A+ 25)u 
0 
0 
0 
0 
x 
LES 
Uy 
L Pz J 
C-A!B- 
| v e pv | 
Z 6 £ 0 00000 ————-- 0 
u u (À + 2u)u 
0 0 0 000000 -一 所 0 
A+ 2p 
0 0 0 O0 00000 0 -2 1l 
n H 
22 o P o 99009 te Prep  Prge 
up u (A+ 2pu tt Yu 
-1 0 0 O0 00000 0 0 0 
0-10 O0 00000 0 0 Ü 
0 0 -10 00000 0 0 0 
0 0 0 -100000 0 0 0 
0 0 0 0 00000 0 0 0 
0 0 0 0 00000 0 0 Ü 
0 0 0 0 00000 Ü Ü 0 
.0 0 0 0 00000 0 0 0 l 
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EBE C 的 特征 方程 为 
iC - M| = a? (a- c ]- 0 (1.3.54) 


BA A= Tà = 0G =2,3,4,,12), 


由 此 可 得 结论 :抛物 北 的 叮 压 缩 定 常 Navier-Stokes A HE 
曲 抛物 型 方程 。 


1.3.13 ”抛物 化 的 可 压缩 非 定常 Navier-Stokes 方程 
由 式 (1.1.12) 和 (1.3.50) 可 得 


Por dw py ep Ən, 
ax ÀAt2u?x (At2n)uOx u ay u ay 
pu au 1 ap o. 3u _ 


CA *2ulu Dy H ae {A t2nu3u 9i i 
l 
~ m 上 Ufy + Prvy) 


du, 2 88. du f d p pU Ju p du 0 
dr À + 2u ax Ad 2 fe ər Ad 2e ay À + An at 


du, gud pudo 1 dp pg 
da H Jr H dy [ET m dt 


= Ü 


9p. | Pp "re ga + | p Prou je 4 

ax At 2g H dx (A +2p)u ya ddr 
zp 20 pv, boo au Prep dy _ 
up dy u OY (A+ 2pg)nu oy fe dy 
Prpu 2p 4 P 2p, EN bp du _ Pro dp _ 
YH dy pu 31 fa +2gdu dt Yn PE 
2. 

— "aL - M (2p,u, + vo, + Prt) 

30, 80, 

ar 34 

Ju. du 


d U. 
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—— 


Y — 
Ox 2, 9 
3 dp. 
TP Peo 
og ay 
dp _ 
a. f 
Ju _ 
dr Me 
av _ 
Br Ur 
ap _ 
"FERE 
(1.3.53) 
CE k E Em F d Jy 88 
au gU gU 
A Ix +B Jy + D ge = F (1.3.56) 
AP, U,F,A, B 的 表示 式 和 上 一 小 节 中 的 完全 相同 ,而 
[2 EN | 
4 0000000071, 0 
000000000 -一 人 0 
A +2 
000000000 0 -£ 9 
H 
-oo000000-"— o -Te 
D= |ou (à *Zu)u Yu 
000000000 0 0 0 
600000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
lo 00000000 0 0 0 4 
LASER A 17:3 5X (1.3.56) AT 
aU aU au . 
a: + C Jy +E a T s (1.3.57) 
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APER C 和 列 向 量 S 的 表示 式 和 和 上 一 小 节 中 的 完全 树 同 ,而 
E-A 了 一 卫 。 

AF HE C 的 特征 值 已 经 分 析 过 了 ,结论 是 :在 (xz,w) 半 面 
上 ,方程 组 (1.1.12} 是 双 曲 抛物 者 方程 。 而 矩阵 E 的 特征 方程 为 


IE — ar =a" (4 一 广 )=0 (1.3.58) 


Hy 


SU AP el, 
此 可 得 结论 :在 (z ,zi) 平 而 上 278 8 C1. 1.120 Je XX di D 
型 方程 组 。 

类 似 好 可 得 :在 (>, 忆 平面 上 ,方程 组 (1.1.12) 也 是 双 曲 抛物 
型 方程 组 。 

综 上 所 述 ,在 通过 时 间 z 轴 的 任何 平面 上 ,抛物 化 的 可 压缩 非 
定常 Navier-Stokes 方程 是 双 曲 抛物 型 方程 组 。 在 (z ,yy 平面 上 也 
EE AN HY as E E o 


aE = O07i=2,3,4,.…,12)。 


1.3.14 可 压缩 芭 性 常 比 故 完 全 气体 二 维 定常 流动 的 Navier- 
Stokes 方程 


Het, 2 =0, 方 程 组 (1.1.10) 简 化 为 


a d ¿ 
Py Oe un 
ar ay 


e dr dy 
. d + a? 2 
Ec P p À pa'u Pu 
ax ay idx J] PES pay 
Ata Py _ 
p dxdy | 
2 2 2 
Q,2274.,4,2v,12P Ev AT ipa At ge ðu _ 
da dy pay pax p ay p drdy 


a a a 
a P. Pa yp[i Se) + See P4 e 
ax dy ðr dy Proar? ay? 
re (PP PY Ry | 
Pro ax? iad ral 


(1.3.59) 
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为 了 将 方程 组 (1.3.59) 化 为 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 ,引进 
-. 些 新 的 未 知 量 , 参 见 式 (1.3.50)。 
由 式 (1.3.59) 太 (1.3.50) 可 得 


2p. | e Ju o, p ap +2 8p. + 
dx At Bye Jx (A4 2pjudz u Ay 
Up ou, HD | du, plv Ou 
(À + 2ydu ay (A + 2p)u ay | (À + 2udu dy ~ 


] 
-oy Cpu + Pie + port) 
Qu. P4 au 1 3p At p du, + 
dr Ag ax At2y ax "A 2n dy 
BO ot, go du _ 
At 2p ay A+ 2p Fy 
Ou, qus At eau, Atu? pudy 17b _ y 


ox u Ox B Oy p ay p Oy pe dy 
b.c Be Pup Jos | P Du EP. 
dx \At2p p fx +28 yp laz 
bu OP + bu du, p 9p, pe gu, | 
pu dy — (A t 2)g)u 3y p ðy (À * 2j)u 9y 
3p, i pov Au Prpo du Prgo àp _ 


dy (A+ 2pdu dy Bo» Ye Oy 
P 
E Tp T P Opu, + T Oy + Paty} 
pu ^ 


Je 

da, dp, 

& Py 
Ja dy 
Bu, _ ou, -o 
gu a 
YT 
ag dy 
3p d e 

y H -0 
dx dy 
d 

P 
7 T e 
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(1.3.60) 
2p 
dr 

"En RES PNEU E 

A= +B ay ^ F 

st U FMA MERA Lohi t HAAA, A A “的 

表示 式 也 和 上 一 小 节 中 的 完全 相同 。 


(1.3.61) 


B= 
2 go HE -一 此 _ coe o o 
ü (A*21)u (At2g)u (4*25)u 
b Atp m" -E | 
Atla At2y At2p 
o E o p O Mia o -2 -A 
# # # H 
iv 部 pb be TEN: Pro _ Prev 
gu (At 2p) p (A*2p)u (At2g)u B Yu 
-1 0 0 00 0 0 00 ù 0 0 
0-1 0 0 D 0 0 00 0 0 0 
0 0 -1 0 0 0 0 00 ù 0 9 
0 0 0 -10 0 0 00 0 0 6 
0 1 0 0 0 0 0 00 b 0 D 
0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 00 O 0 9 
Lo 0 0 0 Q0 0 0 00 0 0 ó | 
以 矩阵 A : 左 乘 式 (1.3.61) 可 得 


(1.3.62) 


式 中 , 列 向 量 s 的 表示 式 和 上 一 小 节 中 的 完 爹 相同 。 而 C=4 
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B-B. 
aM C 的 特征 方程 为 
IC- ar} = [z - ijo? +1) =0 (13.63) 
故 有 
ja =0 (i = 1,2,3,4,5) 
a = olu 
AC? =+ ; (i = 7,8,9) 
iO aj (i = 10,11,12) 


ub nf 48.20816; BY Heg $h FE AS Ir qh Su dm = 1k — HERE E DOCS E) 
Navier-Stokes Fy # Je XX Bt H [i] 3! 方程 组 。 


1.3.15 订 压 缩 秋 性 常 比 热 完全 气体 二 维 非 定常 流动 的 
Navier-Stokes 方程 
自 式 (1.1.10) 及 (1.3.50) 可 得 


20, eau e 9p v 2p. 4 


十 + 
ar 4+2p9r (At2u)u?OÓr u ay 


Hp Ju, pu Oty + pv gu | 
(A -2g)u dy (A *2u)u ay (A +2p)u dy 
1 3p, eae 1 
u St + (A + 2p)u at «4 Qon. 十 Bp, + po.) 


dur pu au 1 3p Atg?v, — pn u, 
ar A*2u9x A*2u8dx A+2n Fy A*2pg ay 


e" du pou _ 
A +2⁄ oy A-cg t 
du. pu Ju At pau, |, À * 2p 9v, pu dy 
9x u ax m ay m dy fe dy 
1 op p av 
Hu dy m dt 


= Ü f 


了 6 


9p. f Pe. proe ou | | poo Susa 
Ər AMA 12 p fax (À t25)nu ya fox f 
po Wa pe Av, pp Fb, peo ty 
pu gy { + 2n)u ay p ay (À tulu dy 
3p, 200 Pg Du prpp ðw prow dp | 
ay (À 1 2) ay m ay yu dy 
p dp, I bp gu pro dp _ 
pu li (A *2p)u 21 ya at 
proR 
yu, I pu PEt f upy 十 Pety) 
Jo, dp, 
c. CER Lg | 
zr gy ! 
duty _ Itty = Ü 
ax ay 
NAT 
oy ay ， 
| 
ap. a . ! 
P, _ un = 0 ! 
ax dy 
2p 
ar = PË 
Ju _ 
ax = H, 
399 
dr x | 
3p 
Jr = Pr 7 
(1.3.64) 
TT a Er dn F EBE E 
d a d 
ACU, pW, pW» (1.3.65) 
wor day ay 


APU A AB 的 表示 式 与 上 - -小 节 中 的 完全 相同 。 而 
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l a 
000—f — a 0 
P 00000€ FELIP | 
H Ë . 
0 - 0 0 
06000000 peas 
000000000 ` 9 P O 
u 
p bp Pro 
P? 00000009 TP 0 =F" 
pu (At2n)u yu 
D= p 0000000 0 0 0 0 
0000020200017 0 0 0 
000000000 0 Ü 0 | 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
000000000 0 0 0 
o 00000006 0 0 0 0 J 
以 A Ae eh (1.3.65) 0T 48 
aU aU au 
ge tO, EG, = (1.3.66) 


APEE CAFES 的 表示 式 和 上 一 小 节 中 的 党 全 相同 。 而 
E-A D D, 

关于 和 矩阵 C 的 特征 值 已 经 分 析 过 了 ,绪论 是 :在 (zy,y) 平 而 
上 ,方程 组 {1.1.10) 是 椭 贺 型 的 。 

EPE E 的 特征 方程 为 


IE — A1| MA (1.3.67) 


故 有 al? = + aP 0G =2,3,…,12)。 


dub ad i£ TE Ge LIÉ TIL E, 27RE8LCL. 1: 100 AE XX BI o $5 
型 方程 组 。 
类 似 地 可 以 让 其 EC yc) E EL E ,方程 组 (61.1.10) 世 是 双 曲 
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DC ERES D: 

综 上 所 述 ,在 包含 时 间 + HAE ETE, RE EA 
完全 气体 二 维 非 定常 流动 的 Navier- Stokes 25 # E. X ilh bt 99 R 
BA illie (xy FR ER RB ZEB 


1.4 流体 力学 问题 的 定 解 条 件 的 提 法 


根据 前 面 的 讨论 可 知 , 流 体力 学 各 级 近似 方程 均 可 归结 为 一 
阶 所 线性 偏 微 分 方程 组 。 

正确 的 定 解 条 件 一 般 说 来 应 该 这 样 规定 :保证 所 研究 的 偏 微 
分 方程 组 的 定 解 问题 是 适 定 的 , 意 即 解 在 在 .唯一 ,并 且 连 续 依 赖 
于 定 解 条 件 。 

应 该 指出 ,对 于 普遍 的 一 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 组 击 言 , 定 解 条 
件 的 正确 提 法 仍然 是 一 个 没有 完全 解决 的 问题 。 

HATH ,我们 只 是 通过 一 些 简单 的 典型 例子 ,启发 性 节 来 讨 
论 这 个 问题 ,更 详细 种 系统 的 阅 述 将 在 第 7 章 中 给 出 。 


1.4.1 椭圆 型 偏 微分 方程 边 全 问题 的 提 法 
以 Laplace 方程 作为 糖 圆 型 偏 微分 方程 的 模型 方程 

z 2 

Au tps = 0 (z,y) € D (1.4.1) 
三 种 典型 的 边界 条 忻 的 提 法 如 下 (求解 域 见 图 1-1). 

J 


图 1-i 求解 域 
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(1) 第 一 类 边界 条 件 
up = f(x,y) (1.4.2) 
35161.4.12, C1.4.22 1 RW Laplace Jr 88 58 — 341 fB 12] EE x 
Dirichlet 问题 ， 
(2) 第 二 类 边界 条 件 


du 


In lr ^ Fiz, y) (1.4.3) 
3510.4.12,1.4.3) 1 BY Laplace 方程 的 第 二 边 值 问题 或 Neu- 
mann 问题 ， 

(D 第 三 类 边界 条 件 
(r SÉ + hu) = flay) (1.4.4) 


3 1(1.4.1), (1.4.4) HON Laplace 方程 的 第 三 边 值 问题 或 Robin | 
问题 。 

在 偏 微 分 方程 理论 中 已 经 证 明了 上 述 Dirichlet [5] Bi , Neu- 
mann 问题 和 Robin 问题 都 是 适 定 的 。 

上 上 述 三 类 边界 条 件 提 法 的 共同 特点 是 ,要 求 在 封闭 区 域 的 整 
个 边 蜡 上 规定 边界 条 件 。 这 个 结论 可 推广 到 椭 加 型 偏 微分 方程 组 
的 普遍 情况 。 


1.4.2 RMR A EME AA BRE 
以 如 下 单 向 波 方程 作为 双 曲 型 偏 微分 方程 的 模型 方程 


可 d 
3; tas, -0 (1.4.5) 
HP oa 为 常数 。 和 措 然 ,方程 (1.4.5) 的 普遍 解 交 
ulr, = pir- at) (1.4.6) 


AP o AME ERU K PT 18 E 

At AT, H z at= k= const 时 ,2 保持 不 变 。 Mk EUR 
同 值 时 ,x — as = 上 代表 (x ,i) 平 面 上 的 一 族 直 线 , 它 们 是 方程 
(1.4.5) 的 特征 线 。 在 此 情况 下 , 沿 着 每 一 条 特征 线 u 保持 常 值 。 
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He) i Ub LOG RE— CREDE ER fg E Rü a S BRUST lB] mi 28 fe. 
首先 米 讨 论 纯 初 值 问题 。 今 给 定 如 下 韧 值 条 件 
u(lzr,0)- f(x) (— 99 < x <+ °) (1.4.7) 
初 值 问题 1(1.4.5),(1.4.7)| 的 解 为 
u(x,t) = flr - at) (1.4.8) 
En nns 1-2 Ao di. 


Hd 1-2. WEH. 4.52, 01.4.7) LESE 


申 上 述 知 , 式 (1.4.8) 可 看 作 一 个 向 右 传 播 的 “ 波 ”( 4 
ayf 时 ), 困 为 zzyi 在 上 = 有 时 的 训 面 只 是 z*=0 时 的 剖面 
u(x,0)- f(r) MARE a BOT at, 这 么 长 一 段 啤 岛 而 已 。 

显然 AE (CIR RR 1. 4.52, (1.4.7) H3 SE I 

其 次 ,讨论 初 边 值 问题 的 提 法 。 当 a>0 时 ,特征 线 向 右倾 斜 
CEM 1-3(a)), 所 以 除了 初始 条 件 n(x,0) = FCxO Zo, H ETE 
左边 界 上 规定 边界 条 得 ux La = ylz) ,市 在 石 边界 上 的 u fic 
由 初 值 和 左边 值 完全 决定 ,上 故 在 右边 界 上 不 能 规定 边界 条 作 ， 

Saxon, FER al aie (LA 1-3(5))。 此 时 ,除了 初始 
徐 件 之 外 ,只 能 在 右边 界 上 规定 边界 条 件 , 而 在 左边 界 上 的 值 
将 由 初 值 和 石 边 值 完 全 决定 , 收 香 左 边界 二 不 能 规定 边界 条 件 。 

综 计 所 述 可 得 如 下 结论 :对 于 单 向 波 方程 (1.4.5) 而 言 , 要 求 
在 开 区 域 的 部 分 边界 (这 里 为 叙述 方便 ,将 视 为 普通 的 白 变量 ， 
内 此 不 再 区 分 初始 条 件 和 边界 条 件 } 上 规定 边界 条 件 。 具 体 地 说 ， 
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= 多 (人 


ut) 


Xi u(x f(x) X: * Xv ux) f(x) 2 x 


(a) (5) 
图 1-3 特征 线 走 向 与 褐 边 值 提 法 
(a) a0: (b) a <0, 
如 果 特 征 线 自 边 界 走向 求解 域内 部 , 则 在 该 边界 上 应 规定 边界 条 
忻 ; 反 之 ,车 特征 线 自 求解 域内 部 走向 边界 , 则 在 该 边界 上 不 能 规 
定 边 界 条 件 。 
上 述 结论 可 以 推广 到 双 曲 型 偏 微分 方程 组 的 普遍 情况 。 
下 面 届 可 压 缆 理想 完全 气体 一 维 非 定常 流动 的 Euler 方程 为 
例 作 进一步 说 明 。 


3o 3(pu) 
dt dr 
Ju | ou 1 op _ L 
ar^ “ae azn? (1.4.9) 
ap Op 2 du _ 
dr H 3x d ax 0 
方程 组 (1.4.9) 的 三 条 特征 线 的 斜率 分 别 是 
C': dz =uta 
c raya (1.4.10) 
o, dz _ 
C: d; ^" 


现在 讨论 方程 组 (1.4.9) 在 (x :)SE UP IX IRR. 上 的 定 解 条 
ff. ROGER OSS OS, 的 矩形 区 域 ( 参 见 图 1-4), 
为 便于 讨论 ,我 们 先 假定 a >0。 
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图 1-4 一 维 非 定常 流动 Euler PRA MARE GS 


TE x OWA LEA A Mb LEE DL JE RB PS RH, Bu, >a, XUI 
其 上 三 条 特征 线 CC E C" 都 指向 求解 域内 部 ,于 是 在 及 点 
要 规定 三 个 边界 条 件 。 如 果 在 x=0 边界 上 菜 点 A 处 流动 是 亚 
声速 的 , 即 sa<a, 则 其 上 两 条 特征 线 CMC 指向 求解 域内 
部 ,而 另 一 条 特征 线 C 指向 求解 域外 部 ,于 是 在 A 点 处 只 能 规 
定 两 个 边界 条 件 。 

在 1=0 上 的 任 一 点 B 处 ,不 论 流动 是 超声 速 还 是 亚 声 速 ,其 
上 三 条 特征 线 都 指向 求解 域内 部 , 故 在 B 点 上 必须 规定 三 个 初始 
条 件 。 

fEex=L LEA CAA uc 之 a,; 则 其 上 三 条 特征 线 都 指向 
求解 域外 部 , 故 在 C 点 处 不 能 规定 任何 边界 条 件 。 如 果 在 xz = L 
上 某 点 EC 处 流动 是 亚 声 速 的 , 即 a 万 a, 则 其 上 两 条 特征 线 CU 
及 C 指向 求解 域外 部 ;而 另 一 条 特征 线 C 指向 求解 域内 部 , 故 
在 CC 点 处 要 求 规定 一 个 边界 条 件 。 

TE t=t) LEA DALLA up >a yE E up < a Fk ER 
TEAEZE AES E DOSE) ARAB. RE D X b AS BEA EE TE TOI xE CR (E e 

根据 上 面 的 讨论 知 , 对 于 双 曲 型 方程 组 而 言 ,我 们 根据 特征 线 
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的 走向 可 以 决定 求解 域 边界 上 任 一 点 处 定 解 条 件 的 数目 。 至 于 规 
定 怎样 的 具体 的 定 解 条 件 , 则 需要 针对 所 研究 的 具体 问题 根据 物 
理 上 的 考虑 来 决定 。 


1.4.3 抛物 型 偏 微分 方程 初 值 . 边 值 问题 的 提 法 
以 一 维 热传导 方程 作为 抛物 型 方程 的 模型 方程 
— = as (1.4.11) 


碾 物 理 上 考虑 ,如 果 已 知 物体 在 初始 时 刻 的 温度 分 布 以 及 物 
体 在 边界 上 的 温度 状况 (或 热 交 换 状况 ) ,就 可 以 完全 确定 物体 在 
以 后 时 刻 的 温度 。 因 此 ,除了 初始 条 件 

u(xr,0) = flr) (1.4.12) 
以 外 ,还 必须 规定 边界 条 件 。 
三 种 典型 的 边界 条 件 的 提 法 如 下 (参见 图 1-5), 


t 


(xD) f (xj 


图 1-5 一 维 热 传导 方程 的 初 . 边 信 条件 的 提 靶 
{这 里 工 包 括 x=0 及 x= 上 两 条 直线 ) 
(1) 第 一 类 边界 条 件 
up = ett) (1.4.13) 
(2) 第 二 类 边界 条 件 
. Bu 


on po ele) (1.4.14) 
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这 里 ,n ROT 的 法 向 。 
(3) 第 三 类 边界 条 件 


(#3 + hu), = eCO (1.4.15) 


RF, fg k, h MBER. 

E Pk or A t BB 46 PO iH T ES RUND.XU fü faj Es 
11.4.1102, (1.4.12), C1.4.13) 1, fC4.4.11), (1.4.12), 
(1.4.14)1,1(1.4.11), (1.4.12), (1.4.15) |} AU EA, 

上 述 三 类 初 , 边 值 条 件 提 法 的 共同 特点 是 :要 求 在 开 区 域 的 所 
有 边界 上 规定 定 解 条 件 。 这 个 结论 可 推广 到 抛物 型 人 备 微 分 方程 组 
的 普遍 情况 。 


1.5 IR-RI 


这 里 ,我们 用 一 个 简单 的 例子 来 引进 拟 线性 偏 微分 方程 弱 解 
今 考 察 如 下 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 的 初 值 间 题 。 


du, af) 
E+) G>0,- e < z <+ e) 
(1.5.1) 

uy =0 ex) (1.5.2) 


1.5.1 古典 解 

在 包含 =0 的 上 半 平 面 220 中 连续 ,而 在 不 包含 上 *=0 的 上 
半 平 面 上 :>0 中 满足 方程 (1.5.1), 且 在 1:1=0 上 满足 初始 条 件 
(1.5.2) 的 函数 w(xz,z) 称 为 初 值 问 题 {(1.5.1),(1.5.2)} 的 古典 解 。 


1.5.2 强 间 断 的 存在 
显然 ,方程 (1.5.1) 的 一 般 解 为 
f u(a,t) = F(Z) (1.5.3) 
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AP, F AALE TMAR, m Z= x gu (r, t), RM 8 uj RE 
L.S. D, 5.20 的 解 为 
u(x,t) = qx - tuc.) (1.5.4) 
由 此 解 可 知 
au eU) 
da 1+ ip (Z) 
OO RA fe PARK g(x) 是 光滑 的 ,但 给 得 这 样 , 当 tee, 时 ,1++ 


p (Z) >o, WE, ”一 wm。 这 就 表明 ,在 初始 时 刻 为 光滑 的 流 


场 中 , 随 着 时 间 的 推进 , 当 :一 #1 时, 流 场 中 出 现 广 强 间断。 此 时 
古典 解 失 去 意义 ,为 此 必须 把 解 的 概念 加 以 扩充 。 


(1.5.5) 


1.5.3 He 
今 考察 如 下 守恒 形式 的 方程 
du | df(x,t,u) 
dt ax 
A f Ale BEBE BR, 
以 R RANA BORER — PF RR. A ulr, HEE 
TERE R 的 边界 上 为 零 的 连续 可 微 函数 ww 都 满足 如 下 积分 等 
=Ñ 


*g(x,t,u)-D (1.5.6) 


e, + SEF - gw |dede = 0 (1.5.7) 


则 称 ulr, EDE.. OEA. 

PTS 58 eT A, BE GE e, FE TH, 
u Cx , t) oR [BJ BF , (^E TE EC BR £5 A 1.5.6), XE 
ula, ee BF ,那么 它 应 该 满足 积分 等 式 (1.5.7)。 俏 若 选取 这 
样 的 区 域 R, 它 包含 着 间断 线 的 一 部 分 (参见 图 1-6) ,那么 可 以 从 
供 分 区 域 中 挖 去 一 个 包含 间断 线 的 无 限 小 子 区 域 ( 如 图 1-6 h pA 
影 线 所 示 ) .从 调 以 两 个 新 的 积分 区 域 代 兰 原 区 域 R。 在 每 - -个 
新 积分 区 域 中 a (ce i) dé PISA. WA Green 公式 及 方程 
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Ei uix, Ð 
的 间断 线 


图 1-6 强 间 断 条 件 推导 用 图 


(1.5.6), 可 将 等 式 (1.5.7) 化 成 沿 着 包含 在 区 域 R 内 的 部 分 间断 
线 的 积分 


emer 一 u3)dr — Cf, — fo)dzl] = Ü (1.5.8) 


式 中 ,下 标 “1" 和 2" 分 别 表示 间断 线 两 侧 处 的 值 (如 图 pm 

因为 式 (1.5.8) 对 于 在 R 的 边界 上 为 零 的 任意 一 个 连续 可 微 
函数 ww{z, 忆 部 是 成 立 的 ,所 以 在 间断 线 的 任 一 点 上 应 有 如 下 美 
系 式 成 立 
S24, ~ u) = Ai f, (1.5.9) 


式 中 , 茎 是 间断 线 的 斜率 。 


式 (1.5.9) 就 是 我 们 所 要 推导 的 强 间 断 条 件 。 由 此 得 到 了 关 
于 弱 解 的 另 一 个 定义 :在 间断 线 D 上 满足 强 间 断 条 件 式 (1.5.9)， 
而 在 除去 间断 线 之 外 的 求解 域内 处 处 满足 方程 (1.5.6) 的 函数 
ux EBENE ERCLLS 6) 9S E 


1.5.4 RH 
应 该 指出 BE EB BT RE X B) SB 8 3E AS JE PE — BJ, 
对 于 如 下 双 曲 型 拟 线性 仿 微 分 方程 
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Ju | 9f(u) 


ata; T’ (1.5.10) 
Oneünuk $E T # F AR 
flu) 一 fla) < fon fa) < fiu) - f(us) 
Ho — H| i, 一 us H — ua 


(1.5.11) 
HP, fla) = FCu)u = ACu) u,ACu JEDE PR CL.5.10) ER 
的 斜率 :下 标 "[ "和 “27" 分 别 表 示 激 波 前 和 激 波 后 的 状态 。 
ig ATE A 1.511) PRUE T Jr e (1.5.10) 8 85 SE 2E E 
的 ,并 且 是 物理 解 。 
由 微分 中 值 定 理 知 
fiu) — flay) = 1 
H — H| 
fiu» — flu) ` 


H — H> 


1 


Àz 


而 由 式 (1.5.9) 知 
fGu)) - fla) dz _ 
ui tty dz 
式 中 ,DD 是 激流 的 斜率 。 
T E Oneüunk 88 (5X (1.5. 11) n] Bras E 
1), =< D =< à; (1.5.11) 


Fil, A 7156285 — E COE sP th ERAS AR TT 
HH BB TE ER GUNT 


S2- Si _ in | e] ]- 
C, Dite 


(y — D) Ma?sin 8 + 2]* 
2Y 2:25. -— ES P 
nl [1 + Mteinep 5] (y + D Masin B n 
(1.5.12) 
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l+ z= Matsin 8 


Massin (B — 8) = » 7 1 (1.5.13) 
YMa sin B — + > 


zb S ER HE FIR 1 和 2 PLR BR ñi HIBRDK KI ,参见 图 1-7. 


Ma, 


tan(gr, + F)= A; 
Book EUN TL 


| tan ff = D 


f woke 
CEREME S DEVI DANIEL: 
FAA TE XX di] My 8 09 $8 9] P EE EIE SE Ma, 1, Mas 71. 


H k JJ 26 E Sm, E PR Tk INE 58 6 K CUL RE 
Al! Maysin8= 1 Hf 4E). 


p ms ze 可 得 ; Ma sinB=1, Hi singer — sing, AA 而 


得 到 tanc tang, , HD 
D> A, (1.5.14) 
义 由 式 (1.5.13) 知 , 当 Maisip 1 时 有 Maisin (8 - 8)5<1, 


BUR sin( 8 HG 7 - 5 snas, Afi np fs tanp tan je; + 8) = Ar, 


Ri 

D = À> (1.5.15) 
Es E Bri ul RL. Bakan EAR RS SE EJ May single i 时 ,有 
下 列 不 等 式 成 立 
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A= DSA, 
RE ,我 们 从 热力 学 第 二 定律 导出 了 Onciu HAE ,也 就 是 说 ， 
OneñunkK 精 条 件 实 际 上 可 由 穿 过 激 波 时 的 箭 增 条 件 得 到 。 


第 2 章 模型 方程 及 其 差分 
计算 的 分 析 理 论 


2.1 流体 力学 各 级 近似 的 模型 方程 


在 第 1 章 内 ,介绍 了 流体 力学 的 各 级 近似 方程 。 那 就 是 : Sp f 
述 流 体力 学 最 一 般 的 运动 时 用 Navier-Stokes 方程 ;如 果 在 流动 的 
区 域内 , 黏 性 的 作用 可 以 忽略 不 计时 ,可 以 用 Euler 方程 描述 其 运 
动 ; 如 果 无 黏 性 流动 可 视 为 无 旋 的 , 则 Euler 方程 可 简化 为 全 速 势 
方程 ;如 果 无 旋 流 动 中 物体 对 均匀 来 流 的 流 场 扰动 是 小 的 ,全 速 势 
方程 可 以 线 化 为 更 简单 的 方程 ( 称 之 为 线 化 方程 )}。 在 计算 流体 力 
学 的 发 展 历 史 中 , 人 人们 最 先 研 究 的 是 线 化 方程 ,有 限 基 本 解法 是 解 
决 线 化 方程 最 有 效 的 方法 ,目前 已 发 展 得 相当 成 熟 。 其 次 ,全 速 势 
方程 的 研究 也 已 相当 深入 。 当 前 人 人们 把 相当 的 注意 力 集中 到 Eu- 
ler 方程 以 及 Navier-Stokes 方程 的 求解 上 。 

在 求解 流体 力学 的 各 级 近似 方程 时 ,为 了 能 够 定性 了 解 流动 
的 物理 特征 ,人 们 常常 根据 问题 特征 将 方程 简化 ,建立 所 请 “模型 
方程 ”"。 在 建立 模型 方程 时 ,必须 注意 以 下 两 点 :第 一 ,所 给 出 的 方 
程 确 实 是 便于 解析 分 析 的 简单 方程 ;第 二 ,所 给 出 的 方程 确实 保持 
了 原 方程 或 原 问 题 的 本 质 或 特征 。 目 前 ,针对 流体 力学 的 方程 ,已 
经 提出 了 各 种 模型 方程 , 现 分 述 如 下 。 


2.1.1 Euler 方 程 的 模型 方程 
对 于 定常 亚 声 速 流动 ,第 1 章 分 析 指 出 ,Euler 方程 具有 椭圆 
型 性 质 , 因 此 采用 最 简单 的 椭 贺 型 方程 来 作为 它 的 模型 方程 。 在 
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二 维 情况 下 ,这 个 方程 何 写 成 
Ou 3u _ 

ag jay O (2.1.1) 

大 家 知道 ,如 果 流 动 是 无 旋 的 , 且 当 来 流 流 场 受 物体 的 扰动 很 
小 时 ,定常 Euler 方程 叮 以 用 以 下 方程 来 近似 
^u + Pu 
ag? ay? 
这 里 Ma 是 来 流 马赫 数 ,* 是 速度 势 。 显 然 如 果 引 人 

5 = (1 Mal) dy 

则 上 目的 方程 可 转换 成 式 (2.1.1) 的 形式 。 因 此 式 (2.1.1) 作 为 定 
常 亚 声速 流动 Euler 方程 的 模型 方程 是 能 反映 原 方 程 的 本 质 的 。 

对 于 定常 超声 速 流动 或 非 定常 流动 ,同样 的 理由 可 以 说 明 

-a — = Ü (2.1.2) 


WENA Euler 方程 的 模型 方程 。 这 里 a 是 常数 ,t,x 为 两 个 自 变 
量 。 
可 以 证 明 式 (2.1.2) 可 由 下 式 
— +a — =Ü (2.1.3) 


得 到 。 事 实 工 将 式 (2.1.3) 对 上 求 导 后 得 
2 ay Pu a ju 
3 ` ara ap’ | ) 


(1 — Ma.) = 0 


由 式 (2.1.3) 解 出 给 = -a 于 ,代入 上 式 后 即 得 式 (2.1.2)。 因 此 


EF 一 
在 很 多 文献 中 ,人 们 常常 将 式 (2.1.3) 作 为 定常 超声 速 流动 或 非 定 
党 流动 Euler 方程 的 模型 方程 。 
4a 为 常数 时 , 式 (2.1.3) 是 线性 方程 。 为 了 考虑 非 线 性 的 
影响 ,不 少 人 将 a 视 为 MEM ,这 就 得 到 如 下 方程 


au du 
a, tatu)ar = Ü (2.1.4) 


在 特殊 情况 下 , 若 取 a = u , 则 有 
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du du _ 
au 4 Lg (2.1.5) 


2.1.2 Navier-Stokes 方程 的 模型 方程 

在 求解 Navier-Stokes 方程 时 ,很 多 人 利用 抛物 化 近似 , 即 采 
用 抛物 化 Navier-Stokes 方程 。 在 流体 力学 中 ,Prandtl 建立 的 边界 
层 方程 是 最 简单 的 抛物 化 莫 性 流动 方程 。 为 了 分 析 掀 物化 
Navier-Stokes 方程 的 性 上 质 ,1948 年 Burgers 3 引入 如 下 非 线 性 方程 
作为 其 模型 方程 


Ju | 804 F 


at | " dy Ox 


AEEA mAAR ENA R, MAMRARMR MRR. E 
们 称 之 为 Burgers 方程 。 显然 当 5=0 时 , 式 (2.1.6) 即 给 出 式 
(2.1.3), 所 以 式 (2.1.5) 有 时 也 被 称 为 无 莫 性 Burgers 方程 。 

在 文献 中 ,有 的 还 采用 如 下 方程 作为 模型 方程 


如 


(2.1.6) 


[x] 


P 


gu Vu 
åg? 


at 


这 里 alu) u 的 已 知 阔 数 。 例 如 在 研究 昔 性 气体 穿 过 正 激 波 的 
运动 时 ,可 取 


talu) = 6 (2.1.7) 


y¥+1 Ua 
alu) = 2y s. [1 =| 


ó —y 
AP zosu, 为 激 波 前 .后 气体 运动 的 速度 ;7y 为 气体 绝热 指数 ; 
为 气体 运动 速度 ;y 为 运动 黏 性 系数 。 


2.2 方程 的 离散 化 及 构造 差分 格式 的 方法 


以 下 研究 流体 力学 方程 的 差分 解法 。 作 为 差分 求解 的 第 一 
DID EU I pe pub E P viu E pm D Æ 
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Vii Me 7155 fr r REEL SR W bK OI E38 I4 BU e pK dB BR VER 转换 
TS, TI B] DX ER A RU Ze RP EE MEHR pk — I EE JE hk , [š] Bf 
微分 方程 亦 作 相 应 的 变换 , 设 变换 所 的 坐标 为 cy RAB OX 
xl Gayi u r y ERAK A o up 2-1 所 示 ,将 求解 戌 
Xi ^r EX CEE U 6 B Po 8 TL >... Zr er PB A Ax. 
Av Ar x A) PAR BS A Si KUR i v iPS A 
表示 。 设 网 格 节 点 号 为 i. BRAC) ,其 上 的 物理 量 用 
Wi, = ur, VIR Ro EDAR y GRI E yy ht yE EE 
化 的 ,可 取 求 解 域 内 任 一 点 的 值 , 川 差分 求解 时 ,x.y (HR S 
点 上 的 值 ,显然 ,这 就 将 问题 离散 化 了 .与 此 相应 ,微分 上 方程 必须 
MARRS AA ER RH RRA, SRM RNS MN 
f. 下 面 研究 如 何 由 微分 上 启程 来 建立 差分 方程 。 这 时 介绍 一 种 构 


造 差 分 格式 最 常用 的 方法 一 一 Taylor ERR AR PK 
y 
10 |- 一 了 一 - 


| —hos 


Ax 


图 2-1 aA H 
作为 侠 子 ,现在 来 研究 模型 方程 (2.1.3)。 设 方程 [2.1.3) 的 
SRR BEA 0 A- oo < z< co, n Ea HORNA Be 
方向 的 网 格 节 点 号 。 山 于 方程 (2.1.3) 在 求解 域内 全 一 点 皆 成 立 ， 
将 它 用 于 节点 (nm,i), 于 是 有 
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(Sr) tafe) =0 (2.2.1) 


2.2.1 一 阶 显 式 差 分 格式 的 建立 


引信 如 下 符号 
uo. t) = u 
利用 Taylor 级 数 展 开 式 ,有 
a a a E EE n 2? n 
A 
(2.2.2) 
n du IE SW 1/89 
Hoo. — ou. 一 (se) Ag + (53) x? 一 sisi) Ax + 
(2.2.3) 
H 2 a 
et (z) Att 2053] Ar’ taloa) At? + 
(2.2.4) 
H ck (2.2.2) A 48 
(22) - Za 4 (Az) (2.2.5) 
这 里 OCA) JUR Az —ÜCHI REL E B hBi, He C S: 
552] 的 一 阶 前 向 差 商 。 
由 式 (2.2.3) 得 
(se) = <1 e (Az) (2.2.6) 


UTH] 


式 中 tan (52) 的 一 阶 后 向 差 商 。 
由 式 (2.2.4) 得 
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atl " 


Juy HQ 07 Hj 
(5; ) = "G5 + O( Az) (2.2.7) 


BO OAL) Fen At 的 一 次 和 一 次 以 上 小 量 项 。 
将 式 (2.2.5) , 式 (2.2.7) 代 入 式 (2.2.1) 得 


«T = u SE ura ut) + OCAtAz) 
将 式 (2.2.6) . 式 (2.2.7) 代 入 式 (2,2.1) 得 
ut = u. 一 resi ut i) + OCALAr} 


WAH OCA: As Fem At Ar 二 次 和 二 深 以 上 的 小 星 项 。 因 此 , XE 
确 到 At .Ax 的 一 阶 精 度 , 有 


atl zt a At " n 
“ Fu ~ BE lal, c ul) (2.2.8) 
"E 一 ue 一 rx 一 (2.2.9) 


式 (2.2.8) 或 式 (2.2.9) 就 是 时 间 、 空 间 准 确 到 一 阶 精 度 的 式 
(2.1.3) 的 差分 计算 格式 ,或 称 式 (2.1.3) 的 一 阶 精度 的 差分 方程 。 

(2.2.8) 35 (2.2.9) 38 B], 50 (2.1.3) 886 — Bp E HE 80 ED 
程 形式 上 是 不 惟一 的 。 本 章 第 7 节 将 要 讲述 差分 方程 计算 过 程 中 
的 稳定 性 。 那 里 将 指出 ,如 果 a > 采用 式 (2.2.9) a <0 RA 
(2.2.8) 作 为 式 (2.1.3) 的 差分 方程 ,稳定 性 条 件 是 叮 以 满足 的 。 
如 此 选择 的 差分 格式 称 之 为 迎风 (或 上 区 ) 格 式 。 

由 式 (2.2.8)、 式 (2.2.9) 可 以 者 出 ,对 于 式 (2.1.3) 的 初 值 问 


BE r= Hu” 已 知 , 式 (2.2.8) 或 式 (2.2.9) 仅 含 一 个 未 知 量 
ww“', 它 可 以 直接 被 计算 出 来 。 以 后 称 直接 可 解 出 未 知 量 的 差分 
格式 ,或 者 赔 只 会 一 个 末 知 量 而 且 它 可 用 已 知 量 计 算 的 差分 格式 ， 
叫做 显 式 莽 分 格式 。 显 然 式 (2.2.8)、 式 (2.2.9) 是 显 式 烘 式 。 巾 
于 格式 中 仅 涉及 两 个 时 间 层 ce, WA BEN ZR 
阶 显 式 格式 。 
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2.2.2 二 阶 显 式 差分 格式 的 建立 
一 步 二 阶 显 式 格 式 
用 式 (2,2.4) 有 


"I x) At} Far :5 Za) 1 O( Az) 
(2.2.10) 


Kt (2.1.3) MEISHEDRSE REFARO.. DAR EAN 


将 此 式 用 于 葡 点 (i,n) ,然后 与 式 (2.2.1) 一 起 代入 式 (2.2.10} 易 
得 


n. _ mo A Ju " 1 tae (2) + ote) 
t. = u. a 253] 24 š me} t 
(2.2.11) 
E25 (2.2.2) Ash (2.2.3) 8p 48 
Au \" Win 一 u; t 2 
村 ) = = OO 3 O(A22) (2.2.12) 
Pu \" "sui 7 2u; tana 2 
(去 ) = a rO(A22 (2.2.13) 
上 十 i- a — N - 
以 后 Be 卫生 - 为 SL Bj — Br P ob 2% 商 ; 称 
ua 2u T a. Fu 
AL 为 5 总 的 二 Br rao 28 RES EX (2.2.12) 3X 
a 
(2.2.13 LAR (2.2.11) 8 
atl EE GA tt u 
ui f a. ree . wa) 十 


Hey (0, 一 2u" + "n (2.2.14) 


这 里 略 去 了 At Ar 的 三 阶 以 上 的 所 有 小 其 项 ,因此 它 是 准确 天 二 
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阶 精 度 的 二 层 显 式 格式 。 因 为 它 是 Lax-Wendroff 于 1960 年 首先 
给 出 的 ,而 且 只 须 经 过 一 步 就 呆 求 出 ,所 以 亦 称 为 一 步 显 式 
Lax-Wendroff &$ 3i, 
2. 二 层 两 步 二 阶 显 式 格式 
首先 由 式 (2.2.14) 骨 发 来 建立 二 步 格式 。 事 实 上 式 (2.2.14) 
NJ L IE 
al = yt o et | |i "ES u”) + e^t (un 一 u | |- 


AR Ek ak ni] T; n Bn F i d 


hfe r= 

rol 

— 
' & 

7 = = 
+ 
= 

— 

I 

[> 

5 

— 
= 

E 

= 

— 


(2.2.15) 
ff K (2.2.15) d& Lax-Wendroff £5 H1 #3, Fr EL mii BYE Lax- 
Wendroff 显 式 属 式 - 
还 可 以 利用 另外 的 方法 建立 蝎 步 显 式 格式 。 事 实 上 ,如果 记 
一 阶 前 向 差 商 为 


945 Y | yA 
(xz) == ay t Olr) (2.2.16) 
id. Bra mr 25 n y 
DET 7 ur 一 u.a 
EN } = — + OAxr) (2.2.17) 


则 | 5) 的 一 阶 中 心 差 商 可 表示 为 
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HIC t G) J O(Az°) (2.2.18) 


2 
5 过 的 二 阶 中 心 卷 商 可 表示 为 


Bu 2 du 2y _ 
(25 ) - (5 m ) + O(Ax2) = 


2 Puy 2 
Es iz} + OCAx^) (2.2.19) 


HEIR (2.2.18) gh (2.2.19) RAZR (2.2.11) ,准确 到 一 阶 精度 得 


Ix, az, 
1 a du \" 
Gan [53 i} (2.2.20) 
或 者 
ntl _ da | du \" 
u =u poa [S | x] 
d [9 au Y 
zahar ZA] (2.2.21) 


式 42.2.20) 或 式 (2.2.21) 亦 可 写成 
ve lg + [(1 ant ij -aði TAL | 


i 2 2 
(2.2.22) 
或 者 
n+l l an 1 a a n 
LED 十 [Ë aAt alt adi x | l 
(2.2.23) 


由 式 (2.2.22) , 若 引 人 


t à 
uv! = [1-aAt u” 
i aa, J: 


则 有 


59 


nil l n (9 V ur) 


将 前 向 .后 向 的 差 商 表达 式 代 人 上 两 式 , 可 得 二 阶 精度 的 两 步 
显 式 格式 为 


we u” esci u” ) 
: ED Az i il 
4 7 mu (2.2.24) 
ntti _ 1 | PES ea (uoi n =n] 
H, = 2 u. T LE ^x Hu 


同样 ,由 式 (2.2.23) 出 发 ,可 得 以 下 二 内 精度 的 显 式 差分 算式 
al m at rt # 
zO D Az (e, 2 


4 
pem EQ n) 

比较 式 (2.2.24)、 式 (2.2.25) 容 易 看 出 , 式 (2.2.24) 的 第 一 步 
先 取 二 方向 的 后 向 差分 ,然后 第 二 步 地 < 方向 的 前 向 差分 ,而 式 
{2.2.25) 则 相反 ,第 一 步 取 前 向 差分 ,而 第 二 步 取 后 向 差分 。 由 于 
格式 (2.2.24)、(2.2.25) 是 Mac Cormack 首先 提出 的 ,所 以 称 它 
为 MacCormack 二 步 二 阶 精 庶 的 显 式 格式 。 

3. 三 层 一 步 二 阶 精度 的 显 式 格 式 


利用 Taylor AFAR, u! ”可 表示 为 


a a 3 n a? m” - g n 
wesw (SY + 3 s) Ae sÍ s| ase 


“将 式 (2.2.4) 减 去 此 式 得 
att a-l 
(SE) = gape toe) 
将 此 式 和 式 (2.2.12) 一 起 代入 式 (2.2.1), 准 确 到 二 阶 精 度 , 可 得 
如 下 差分 计算 格式 
atl a-i adt ” n 
Bio M, 7 Ag reat ) 


由 于 在 式 (2.2.26) 中 ,包含 了 aito uu T EPIRI BU 


uuu u.a (2.2.20) 
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HE ,所 以 称 它 为 二 层 二 阶 显 式 格式 。 这 个 格式 文献 中 常 叫做 跳 
ie (Leap Frog) 格 式 。 


2.2.3 三 阶 显 式 差 分 格式 的 建立 
ye RA RA RIAA Taylor 展开 式 出 发 


"TE " Juy" L/Puy", 3 
= = + x + 
u, u, + (5; ES > (55 J At 


Pu n _ 3 Bu a (75 n (zy 
(53 ) P ; ath Arth? 
RAKIN Bt 
atl _ n" guy | 1 2 Zu)" 
u; u; aM [35 ) + 5 (4At) (5) " 
1 3 23] d (04) ef 
g (aan) (5 4 54 8 0) 245], * (2.2.27) 


利用 Taylor REA, SEL UR XR (SE) PIE 


PE " . 
(275 ]" 0628849355 

gu " _ ] Ei 8 R g E ; n ) 4 OCA 4) 
(5t) i oar! Ming Hg H; pT Miss E 


Qut 1 n ” n n a 
5I Samius T Dua t 2u, — a) t Ola’) 


Ju n" 1 al [] 2 " » > 
s] ! n i5, 4 uu +6u, — 4u , ! Hu, >) + OCA?) 


将 工 述 诸 式 代 人 式 (2.2.27) ,准确 到 二 阶 精 庶 可 得 


61 


un =u) SN 2 + Suey, Bui, tu) 1 
|] Cu’ p 2u 1 we) — 
1 At 3 n # n n 
(Se | ( ja. T e T Zu, | ull ) 
cut " n n" H H 
24! Ma T Aui + Ou, — Ania t uu) 


x w= (ey 由 于 该 式 最 后 一 项 是 四 阶 小 量 项 ,因此 当 


a 取 任 何 有 限 值 时 ,原则 上 都 不 影响 三 阶 格式 的 精度 。 
经 整理 ,上 式 进一步 可 写成 


nri _ m rares n 1 aAr, ” z) | 
“ TH 8 Ax |i 2 Ar 
1 Ar n 
ipe E LUE 
ps 7 E reac i Mi) + 


aAt n " n " 
24 Ax (- 2 1:42 十 Tui ~ 7u, 1 *2u, 4) B 
S4 Cea du^ } 6u; dur, + ul) (2.2.28) 
_ 2 
式 中 Ar=3At. 
SIA 
ul? 一 u” adr u7) 
u? _ ifa + u? - c _ ce 
经 运算 后 式 (2.2.28) 可 写成 
mel oy 3 ake, (2) Gu 
u 7 us 8 Ag Hitl HQ 
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ladt; _ 
24 Ag? >t Tu, Tu, t2u ) 
duca Aui i 6u; Aus, + us 7) 


将 Ac= Zar 代入 以 上 诸 式 , 即 可 得 到 如 下 二 阶 三 步 显 式 格 


式 
第 一 步 ， "Mi _ ut ICON u.) (2.2.29) 
第 二 步 ; 2n teu Bou = PY 
(2.2.30) 

D 

EE E 4+ Fu" 7 + 2u.,) 

24 i2 il 

站 (ea qura + Gu; T ur, 十 2) 


(2.2.31) 
式 中 |= SOE , 称 为 Courant 数 ,该 三 步 格式 是 Warming, Kutler 和 


Lomax 于 1973 年 提出 的 ,所 以 称 它 为 Warming-Kutler-Lomax f& 
式 , 或 简称 WKL 格式 。 

与 此 类 似 ,1970 年 Rusanov 以 及 Burstein 和 Mirin FT A 
人 


第 一 步 : ^ = tut bal o let -u ) 


E 2 i +1 itl i 
— (2) (1) an 
第 二 步 : u, =u galu Tu p 
F 
Lc atl n c 
第 三 步 : ki ; 34. 2ta t Tuir1 Iu Iur 3-7 


(2) (23 
gun ui) Siu CEDE 
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6uj—-4u; 1+ uj.) 

称 该 三 步 格式 为 Rusanov (Burstein- Mirino 

以 上 利用 Taylor 级 数 展 开 式 的 方法 建立 了 一 阶 .二 阶 和 三 阶 
吕 式 格式 ,利用 同样 的 方法 ,还 可 以 建立 其 他 形式 的 显 式 格式 。 这 
里 就 不 再 进一步 手 述 了 -。 如 上 所 述 ,在 显 式 格式 中 , 仅 包 含 一 个 来 
知 量 ,该 未 知 量 可 用 已 知 量 直 接 求 出 。 下 面 研 究 另 一 种 类 型 的 差 
务 格式 ,在 这 种 差分 格式 中 , 包 人 沼 多 个 待 求 的 未 知 量 ,它们 不 能 从 
己 知 量 直 接 求 出 ,而 必须 通过 求解 代数 方程 组 才能 确定 ,这 种 类 型 
的 格式 , 称 之 为 隐 式 格式 。 


2.2.4 时 间 一 中 心 隆 式 榜 式 的 建立 
下 面 利 用 Tayler 级 数 展开 法 建立 一 个 最 常用 和 较 简 单 的 隐 
式 差分 格式 。 由 Taylor 级 数 展开 式 易 知 


" E 
wv c.a. (Si) ae + iR) Ar? + OCAC) 


N 3 ntl a * 
"PULS (5. ] Az + (Za) Ar + OCAR) 


nil on 1 guy gu y 
e ad) t), 1 


ae- (y ] oc 
根据 Taylor 展开 式 
Ga), (e) ouo 
准确 到 二 阶 精 度 , 上 式 给 出 


nc! 


n ft 1 du É ‘ 
uw; = Wr + la(s J + (51. |+ 08) 


利用 方程 (2.1.3) ,该 式 又 可 写成 
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du\" | [9n Y" 
wt et Fase [n] oao 


利用 Taylor 级 数 展开 式 可 以 得 到 


n 
i 


QuY _ uj U 2 
(2. Jl = DA + O(Az°) 
3 n+l y^ 一 u^! 

(5) i TAs mE OCAz?) 


将 此 二 式 代 人 上 式 , 淮 确 到 二 阶 精 度 ,可 得 如 下 差分 格式 
n+l no 1 aåt 


n n atl ntl 
uy = CA. 0) + GO T ue] 


(2.2.32) 


kn RT [8] — roO ES CR S a 


以 上 以 模型 方程 (2.1.3) 为 例 ,给 出 了 建立 各 种 差分 格式 的 方 
法 。 这 种 方法 原则 上 适用 于 任何 方程 。 因 为 在 流体 力学 的 方程 
中 ,包含 有 物理 量 的 一 阶 ,二 阶 导 数 ,所 以 构造 差分 格式 的 关键 在 
于 给 出 各 阶 导 教 的 差 商 表达 式 ,这 可 由 Taylor 级 数 的 展开 式 得 
到 。 为 了 以 后 应 用 方便 , 表 2-1 给 出 了 一 阶 导 数 的 闫 商 表达 


UN?) 2-2 3 2-3 是 二 阶 和 高 阶 导数 的 差 商 表达 式 [121。 
表 2-1 一 阶 导 多 | 3) 的 差 商 表达 式 


# 称 表 d X 

E XLETI [fies har] t OCAx) 

—Bt 5 rs a i [G5 i- Az] +O(Az) 

EPI CMT Mea fea Olar?) 

-PEREN 3, Mat fia + O(Ax?) 
Nu 


二 阶 中 心 差 商 fiy a olar?) 
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(5) 


名 W | Xo š = 


= B IDE] ghz At IBF 795, 925. + (A7) 


三 阶 后 向 差 商 gir Bf a 9522725 + (A2) 


Vi BY WI mg 35 FY EE eae -Ifi t fira 3 a) t OCA) 


四 阶 后 向 差 商 | par QS fi-a tfia fies + 352) + CS) 
1 


12^x 


"E ERE A Co fa st8f, 84-14 fia + OC Ar") 


&22 =e mL Be kA 


* kx 
一 阶 精度 的 差 商 TET Rfi t fa) + Olar) 


iU r2 fad + OCA) 


二 阶 精度 的 差 商 xia 7 2, fii) + O(Az2) 
x3 Sf tA foa fi) + OCA) 


EPORA- Shi- fea fi) t O(A22) 
T 


1 
1242" 


X23 二 阶 混合 导数 及 高 阶 导 数 的 某 些 差 商 表达 式 
表 达 式 


tegi T PM RMg Maj FOCA 2) 


2Axj 
ica t 1025, 5; 724, 5,5 + 189,,4, T Sug) + O(Ar*) 


mnie | (7 fisat 16f.. ~ 30f + 164,247 fi + OCA!) 


zl Su, , -18u; yy Tu... - 1412 4; + Bu a) + OCA) 


qt 69,7 4n aug tuj) + OCA?) 


CERTI Pi 二 DA 


ob 


(8E) 
EA 
L i - 
AxAy (Meany u, a Mey, jt OCA Ay) 
1 - 
Brag Uo aaa) Cus, ou a) PEM Ae. Ay? 
1 


EL a + OST, Ay) 


1 


PAYAYL Meta 17 Magg- Ua i E OCA Ay?) 
BÀ RS Gn, aim a m Orgia iau DT FOr Ay!) 


sara [Cu -l+ uq] u Du 1 ied His lu]. + O(Az2.Ay) 


| Preece! ET Bjarga) 7 Os aus T 9a a)] + OC Ar? Ay) 


(maa My 4g) + OCA? Ay?) 


| gal enun Hij) 


2.3 若干 典型 的 差分 格式 


利用 上 节 构 造 差 分 格式 的 方法 ,可 以 给 出 诸 模 型 方程 的 具 种 
差分 格式 。 本 节 给 出 阁 寺 典型 的 结果 1 。 


2.3.1 MBE ea D co 的 差分 格式 
其 典型 的 差分 格式 可 见 表 2-4。 


dy 


表 24 并 型 方程 9 + a cO 的 若干 典型 差分 格式 


& fil] — Br =: aj — t 3& 
度 的 显 式 迎风 格式 


d BR 


if fl — B 2] ED, 
REI) Lax BARA : 


1) 1 " " 
DM ay Gay tld 

gAr, a 20) 

gita "eg 


Cormack uid ak | 


"EP 
LB B HE DO — 1 Lax k, u, gAn n! Y + 
We 3a ayy? 
endroi m yK f UR ) 人 
_ BR AR BE ñ mer (Leap sua wawa 7 E 
Frog) fft = . u^ = ui Ay Ua ue) 
oy Ar I 
Zir E BJ WD Lax-| "I. l4 a) aA a 2j 
Wendroff 5 zÉ Hat "uit Cats ge Oa cd 
Rr a Az vi 2i 
M i Az Sad "ed 
— Br HE DEP H Mac ata ~ AE, " 


Warming-Rutler-Lomax 


HAARR 


= É Hm EX iar (ee (aD 


BARA 


e 
24 z 
- : ` : f ] a a 1 A " 
RH EG Re «Pa op rano p (eet) Cet e 
sanov ( Burstcin- Mirin ) ^ Ud 
Di 


Fr sas dur, tur ` 


— Bi BY HE FRE IFL (up — rh 
DI Ru gs 


A a ] Pon r 
=u (E oasa iut jati] 
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2.3.2 Bib m = p PED MR 


这 个 方程 可 视 为 模型 方程 (2.1.7) 中 a =0 的 情形 。 以 后 将 
要 证 明 ,在 二 阶 精 度 范围 内 ,求解 式 (2.1.7) 可 归结 为 依次 求解 如 
下 两 方程 


au au _ 

3; t «GO s= = D 

ou _ u 

3; V 5 372 (2.3.1) 


因此 研究 热传导 方程 (2.3.1) ,不 仅 对 求解 热传导 问题 有 直接 
意义 ,对 求解 式 (2.1.7) 及 Burgers 方程 也 有 重要 意义 。 下 面 给 出 
式 (2.3.1) 的 某 些 典 型 的 计算 格式 , 见 表 2-5, 


HOS MBBS = 加 的 若干 由 更 差分 格式 


格式 名 称 


时 间 一 阶 精度 , 空 
fa] — Bp f HE dn uo 
式 格式 


= WE fH = " 
Richardson 8 xt Hi 
x 


DuFort- Frankel 二 
Br p ka uD 


et Le] — Er 8 E , == 
[ej — Br E W à 
A fit zÉ ( Laasonen 
H) 


— B $ P 09 | =, L P Lun Delt al) ECT T RH 
Crank-Nicolson Ë 2Ax2 * 
式 格式 f Ode, Ax?) 


Reo dr 格式 表达 式 


at eal o S010] 2p Ou Daal + La) 


ERR RD EE AR 
i 


参数 Et0,1),9=0 时 为 本 表 第 一 栏 的 显 式 格式 
8= TUA Crank-Nicolson 障 式 格 式 
on N 8 = 1 it, Æ Lassonen B8 ai zÉ 
Richtmyer I atl ox m -1 ett gyt p act 
Morton fi G Ba (1g) A HS; gti x =, bid 7 y Baca 
AEA i * 
AAD BIR A Ear, eR Es LH EE ER ER LL 


Fu Py 
2.3.3 模型 方程 5 .5 十 ay? = 眉 的 差分 格式 
内 型 的 计算 格式 可 见 表 2-6。 


u Pu 
A26 A € 5 + — =Ü MEAE HL od x 
dy ay 


格式 表达 式 


UNIS z, 


eau ut LM 
Aa? Ay? 
O(Ax? Ay?) =O 


Hager t LISTES Hig eat Da 


475a. 


2 (Ary - Sau + a 


Ax! AY! iau) t 
SAx*— Ay! 
2 Ag? + Ay? (uj + Qu, jc) = 


20u; , + O(Az* .Ay*) - 0 


2.4 差分 方程 和 微分 方程 的 差别 以 及 
差分 方程 的 修正 方程 式 [G3 


2.4.1 差分 方程 和 微分 方程 的 善 别 以 及 差分 方程 的 修正 方 
程式 的 概念 
现在 来 研究 差分 方程 和 微分 方程 的 差别 。 为 便于 说 明 问 题 ， 
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下 面 来 研究 方程 (2.1.3) 的 -一 阶 差 分 格式 
ut n n 7 
H; ` H; H; 7 Hi] 


Hooi kann c0 (a@>0) (2.4.1) 


利用 Taylor ARIA ERI 


3 E] 3 r 
la (Psy + hae (ZEY 4 


31^* Nae 41 ax! 


将 此 二 式 代 人 式 (2.4.1) fi FE WE KERM FER UA 


gu ðu 1 . Fu 1 ;9u.1 iu 
CH, ou _ . " " "E bel 
3: a 3 2 ax a 312Az Ep Tk FRE 


1 Su l, o au lau 
2 ap ET ap 4M ae + 


这 就 基 与 差分 方程 (2.4.1) 等 价 的 微分 方程 式 。 与 申 微 分 方 
程 (2.1.3) 比较 ,不 难看 出 , 式 (2.4.2) 的 右 端 就 是 差分 方 竹 
(2.4.1) 与 微分 方程 (2.1.3) 的 差别 ,我 们 称 它 为 截断 误 益 (Trunr- 
cation error). 

ffs] — T fric EW ROE EA B3 25 PART F Taylor 级 
数 表示 ,这样 都 可 得 到 一 个 与 差分 方程 对 应 的 新 的 微分 方程 ,该 新 
微分 方程 与 原 微 分 方程 的 差别 ,就 是 差分 方程 的 截断 误 凑 。 

xX(2.4.2) £m BE BL S RT. x 的 种 阶 导数 项 ,也 包含 了 关于 : 
的 各 阶 导数 项 。 下面 消 去 这 些 关 于 1 的 导数 项 。 事实 下 , 式 
(2.4.2) 给 出 


dx 1, fu l... 
FAL OQ + syd + - N 
Ji 254 ae? 31 d aes 4177 gg 


(2.4.2) 
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TEENS 
7-83. { 9452 3 — Ika 3 + k 2; 十 
由 此 可 得 以 下 算 子 运算 关系 
3 l. 0 " 
(5: + FA 3n * 31M ap * art sg ) = 
a 1 1 29 d at " 
ast 34593 3 31 che ay + gya Ae 3.4 t ) 
(2.4.3) 
` : a ,9 ， 
式 中 m=1,2,3,4,…= 利用 式 (2.4.3)， WE TP RP 
.23 2 N 
EEFE ay 275 … 之 间 的 关系 。 侦 例如 当 n =á B, 
a 4 f 
245 =a ar ax + OCAT At) (2.4.4) 
Mn 
2 3, 6 4,23 33, 2 242 
PP zô "rM a FPE 十 2 4 Ar FRE + OC Ax’, Are) 
(2.4.5) 
n= 2 hj 
Ə2 0 7 3 
PIE rar ap | 125 ant 
a? g 7 at 
2 — _ 2 .— _. ^. a? — 
240 @ Ar gy t q3 n ys OA AZ ) 
(2.4.6) 


将 式 (2.4.4) 代 大 式 (2.4.5) 得 


a 99 3a a At 
; a szll Ar 


ae ; 
) 7 t CAP Ax?) 
dx 


(2.4.7) 
将 式 (2.4.4) . 式 (2.4.7) 代 人 式 人 2.4.6) 得 


2 a 2 adt\ 2? 
— = a 3 一 sas (1 — e Jas 十 


3 3 _ nu Joa "| eal at 
|- 3^ Arde [1 Ar )' iz Bath "Ky? | lar 
OCA £P LA x?) (2.4.8) 
将 式 (2.4.8), 式 (2,4.7), 式 (2.4.4) 代 大 式 (2.4.,2) ,整理 后 得 
ou du Fu giu Itu 
dt | "gy (on FEE + ax? Ns as 
E (2.4.9) 
— dr 


式 中 x, = Fasz] = s): 


añz2(1- oY1-2o) . 
6 ka 


V3 


^7 ada - e)1-6a(1-2)]; 


a= a^i Ax RA Courant Et, 
式 (2.4.9) 就 是 右 端 用 关于 x 的 各 阶 导数 表达 的 与 差分 方程 
(2.4.1) 等 价 的 微分 方程 式 , 称 它 为 差分 力 程 (2.4.1) 的 修正 方程 
式 。 其 右 端 项 


" 


是 差分 方程 (2.4.1) 的 截断 误差 。 


2.4.2 某 些 典 型 差分 方程 的 个 正方 程式 
利用 和 上 面相 同 的 方法 ,可 以 导出 某 些 典 型 差分 方程 的 修正 
方程 式 。 


L. WES + a SE =0 的 某 些 差分 方程 的 修正 方程 式 


设 修正 方程 式 可 用 式 (2.4.9) 表 示 ,不 同 的 其 分 格式 ,，" 是 不 
同 的 。 
对 于 二 阶 精 度 的 一 步 Lax-Wendroff 显 式 格式 
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v, = Ü 
E adz’ (| — a? 
n=- TE c^) 
3 
V, 二 一 aa a — s?) 
二 阶 精度 的 跳 蛙 (LeapFrog) 格 式 
v2 = Ü 


2 
ya = sar (gt -1) 
y, = 0 


4 
gx 


120 (9c* — 10c? + 1) 


Vs 一 一 


二 阶 精 度 的 两 步 Lax-Wendroft BH 


v, = 0 
^ 2 
yx, =~ U- 0°) 
3 
v => SAT Ga — g`) 


二 阶 精度 的 二 步 Mac Cormack 显 式 格式 
u, =0 


aAx? 


V4 一 一 6 (1 — s) 
3 
一 &Ar (1 _ o?) 


Va 一 8 


三 阶 精度 的 多 步 Warming-Kutler-Lomax W x fs E 
Ms = 0 
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ya = Ü 
Va = eI. 2 do! s 

a Ar 2 4 
- Sw +44 156° — 4 
Us 120 ( w +Ë + 155 c^) 


= EP HE BU 2 F Rusanov( Burstein — Mirin) st ff. 


vw, = Ü 
v, = Ü 
_ adr’ wa | 
ya 24 » dc tc | 
ax 2 
vs = “Gog C Sw +44 156 - Aat) 


— BF A-G ER 


v, = 0 
a@ar ñ eA) 
c | 12 6 
v,= 0 
和 AT a AAxx? atan 
"5 (“or * 24 or] 


2. BRE = =ñ Piae A) s 程 的 修正 方程 式 
对 于 时 间 一 阶 精度 ,空间 二 阶 精度 的 显 式 格式 


人 
———— = 4 yv 
Ad Ax 
Fë E ERE 
du Ju 12.21 bAT | 
2 os =| bar t a 
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i a 
(rae - L Parag? + ul past os Arn 


3 12 360 
HFR MRE, 空间 二 阶 精 度 的 隐 式 差分 格式 
ota U dp a 
EV = 6 AD I 
其 修正 方程 忒 是 
Zu b E - ( l b^ At 4 T EAE 


ELS MALA? + pax! p H 


3 I2 36() az 
对 于 DuFort-Frankel — Br d x fé k ( M. # 2-5 第 三 行 ) 修 正方 
程式 是 
ay Pu _{1 
a1 ^37 f 


AU 
bAr? — b? As 
Ax b Az) joat 


1 Att (25 
E -qPan + 265 A A " 

对 于 二 阶 精度 的 Crank-Nicolson 隐 式 格式 ( 表 2-5 第 五 行 ), 收 
正方 程式 是 


Ju Pu bArr’ dtu :| 1 1 ou 


21 or 12 344 ij^ Ar? t 359040" Jg 


对 于 显 隐 式 混合 格式 ( 表 2-5 第 六 行 ), 修 正方 程式 是 


+e 


du Zu 
3 =[{9-3 7 eae T 


b A zŠ gu 
12 iar 


2 lya d 13,4 2 
IE 03 Par a c[o z JE Arar? + 


Li BA 
x p 


360 
对 于 Richtmyer-Morton 的 混合 隐 式 格式 ,修正 方程 式 是 


Quo, Ru _ [- gu 
Je ag? G >) Att gar j ani 


T2 
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3. 方程 + u L9 的 差分 格式 的 修正 方程 式 
ax? ay 


例如 对 于 五 点 差分 方程 


一 过 2 , 十 un M Hj 
2 十 


Ar Ay? 
其 修正 方程 是 


Fu Pu 2 1 Ag? ou 
Ar? ay? 12 ax? 


Wisi 


2*u 
+ Ay? |+ 
ay 


2.5 半 离 散 化 的 差分 方程 及 其 修正 方程 式 "” 


在 求解 气体 的 非 定常 运动 时 ,有 一 种 算法 是 将 方程 组 中 的 空 
间 导 数 项 用 差 商 代替 ,而 时 间 的 导数 仍 保 留 原 来 的 形式 ,这 就 得 到 
了 一 组 关于 时 间 为 自 变 量 的 常 微分 方程 组 , 称 这 种 离散 化 为 举 离 
散 化 ,相应 得 到 的 方程 叫做 半 离 散 化 的 差分 方程 。 如果 将 差分 方 
程 中 的 差 商 用 Taylor 级 数 表述 ,所 得 到 的 与 差分 方程 对 应 的 微分 
方程 叫 知 半 离 散 化 差分 方程 的 修正 方程 式 。 | 

作为 例子 ,这 节 仍 讨论 方程 (2.1.3)。 由 于 空间 导数 的 差 商 随 
精度 和 依 束 点 数 的 不 同 而 具有 不 同 的 形式 , 半 高 散 化 的 差分 方程 
和 修正 方程 式 也 是 不 同 的 。 下 面 给 出 某 些 半 离散 化 的 差分 方程 及 
其 修正 方程 式 。 


2.5.1 半 离 散 化 的 一 阶 迎 风格 式 及 其 修正 方程 式 
其 差分 方程 如 下 。 
f a>0 


Au =~ (oL wu) (2.5.1) 
E J 


# a<0 


E ) m Arn ui) (2.5.2) 


与 式 (2.5.1) 相 应 的 修正 方程 式 是 


4 
daas Dee (a >0) (2.5.3) 


a 
与 式 (2.5.2) 相 应 的 修正 方程 式 是 
du du 1 Fy 1 ;9u 
FP tas, =" Paar 5 2 3147 3x3 
Igar E+. (a <0) (2.5.4) 
41 art UU 


2.5.2 半 离 散 化 的 二 阶 迎 风格 式 及 其 修正 方程 式 
利用 二 阶 精度 的 3 的 后 向 和 前 向 差 商 表达 式 , 半 离散 化 的 二 


阶 迎 风 差 分 格式 如 下 。 
a>0 
d 
(5. ) 一 一 zag (Bu 4u;_, + u, 2) 
a<0 


相应 的 半 离 散 化 的 差分 方程 的 外 正方 程式 如 下 。 


a>0 
au au 1 3 Pu 1 33'u 
Je * jr ^ 345 43 495* 44 t 


a <Ü 
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aie du 1 3u l , a'u 
3: +a ax 二 3 oA ERE PCO PG 


2.5.3. 半 离 散 化 的 二 阶 中 心 格式 及 其 修正 方程 式 
其 差分 方程 为 


ou a 
21 f, — Jaz n H; )) 
相应 的 修正 方程 式 是 
aut au a 2 Pu a, Ju 
+ 一 十 … 二 
dt a da gra az T ax 


= 1 3 gern, 

ad, (2n + pot 7 gent 
根据 以 上 分 析 , 半 离散 化 差分 方程 的 修正 方程 式 可 统一 表达 为 : 
2u gu - S), ou (2.5.5) 


at Fag <" 
表 2-7 给 出 了 各 种 格式 中 的 ，。 
R 2-7 三 个 格式 的 收 正方 程式 中 的 vr 
及 ， 的 表达 式 


dE 


Rm BEER — 
阶 迎 风格 式 


i 


阶 中 心 档 式 


2.6 ”差分 解 的 误差 问题 ?21 


上 两 节 的 研究 表明 , 当 采 用 离散 方法 求解 微分 方程 时 ,由 于 网 
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格 间距 或 步 氏 总 不 能 取 为 零 DR HKA k Bbk y Jy 38 ( EB MEE 
CE Jy Fé X NI k A RE PNB BE SOR 28 5r y E 
的 精确 解 ,该 解 与 原 微分 方程 的 解 也 是 有 差异 的 。 如 果 再 考虑 到 
离散 过 程 中 边界 条 件 的 表述 上 还 会 引起 差异 ,以 及 当 差 分 方程 不 
能 解析 求解 而 必须 数值 求解 时 ,还 会 引起 数值 上 的 误差 ,于 是 用 数 
值 方法 给 出 的 差分 解 和 原 微分 方程 的 解 是 有 误差 的 ,本 节 对 这 些 
误差 进行 分 类 。 


2.6.1 差分 方程 的 截断 误差 

这 个 概念 在 2.4 节 内 我 们 已 经 介绍 过 了 , 它 定 交 为 微分 方程 
SEMA Ra AS aE PM AEA eR SMa 
式 之 间 的 差别 。 


2.6.2 边界 条 件 的 高 艇 误差 

它 是 离散 后 的 差分 方程 的 边界 条 件 与 微分 方程 的 边界 条 件 之 
间 的 差别 。 

差分 方程 的 截断 误差 和 边界 条 件 的 离散 谋 差 是 采用 离散 化 方 
法 不 可 避免 要 产生 的 ,文献 中 常 把 这 两 种 误差 统称 为 离散 误差 。 


2.6.3. @AiRZ (Round-off error) 

当 用 数值 方法 求解 差分 方程 时 ,在 计算 机 上 ,任何 一 个 物理 量 
只 能 用 有 限 位 数 的 数字 表示 , 换 旬 话说 ,要 省 去 物理 量 有 限 位 数 以 
后 的 数字 ,这 样 计算 中 就 要 引起 误差 ,这 种 误差 , 称 之 为 合 人 误 
p 

TR 282 h P SIB IE OR 2E h A ECRIRE RRA, 
BA BE Se AGRE .截断 误差 和 边界 离散 误差 构成 。 在 通常 的 
计算 中 ,离散 误 兰 随 网 格 变 细 而 减 小 ,但 由 于 网 格 变 细 时 ,离散 点 
数 增多 , 舍 人 误差 随 之 加 太 。 国 此 如 何 选择 最 优 的 网 格 ,使 之 总 误 
差 最 小 ,是 计算 中 必须 注意 的 问题 。 
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2.7 X^ RW MRE 


KRM ,流体 在 运动 过 程 中 必须 满足 趣 力 学 第 二 定律 ,也 就 
是 说 ,对 于 绝热 运动 的 流体 ,其 运动 过 程 中 箭 总 是 增加 或 者 不 变 
H.R MR RA. EATS PE AGE, 
Navier-Stokes J FE PF $8 XE B Sit oi, IE RPA SA. 
对 于 Euler 方程 所 描述 的 流动 ,如 果 流 场 内 不 出 现 激 被 ,流动 也 自 
BY LTS RAE A A SAS). MRA ERE, 
对 Euler A Fë P ZW BY TIL A8 ë # PF , 

当 用 差分 方法 求解 流体 运动 的 方程 组 时 , H T 322 2y y # 8 3: 
代表 的 微分 方程 是 其 修正 方程 式 , 而 不 是 原来 的 Navier-Stokes 方 
程 或 Euler 方程 ,这 就 所 出 如 下 问题 :用 修正 方程 描述 黏 性 流动 种 
AU YE ,无 激 波 的 流动 时 , 精 增 条 件 是 否 还 能 自动 满足 ? 在 激 波 存 
在 的 情况 下 ,原来 的 箭 增 条 件 是 否 要 必修 正 ? 在 选择 差分 计算 格 
式 时 ,必须 注意 这 些 问题 ,一 定 要 选择 能 使 其 修正 方程 式 自动 满足 
丧 增 条 件 的 那些 计算 格式 。 可 则 , 妇 果 差分 计算 中 不 满足 靖 增 条 
VF ,我 们 就 得 不 到 接近 实际 的 物理 解 。 这 个 问题 ,在 本 章 2.12 节 
内 还 要 进一步 讨论 。 


2.8 差分 方程 的 相 容 性 ,稳定 性 收敛 性 
以 及 Lax 等 价 定理 [2 


2.8.1 HEH ( Consistency} 

如 果 偏 微分 方程 和 它 的 差分 表达 式 之 间 的 差别 即 截 断 误差 
(T.E), 随 网 格 变 细 而 减少 ,或 者 说 当 网 格 间 路 或 步 长 趋 于 零 时 ， 
截断 误差 亦 趋 于 零 , 即 

lim(T.E) - 0 
则 称 该 偏 微分 方程 的 差分 表达 式 即 差分 方程 是 相 容 的 。 
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现在 来 检查 表 2-4 . 表 2-5 和 表 2-6 所 给 出 差分 表达 式 的 相 容 
性 。 通 过 收 正 方程 式 容 易 看 到 , WR At 一 0,Azr 一 0, 除 DuFort- 
Frankel 格式 外 ,所 有 差分 表达 式 都 趋 于 微分 方程 ,因此 都 是 相 容 


的 。 对 于 DuFort-Frankel 5& z& , 24 Ax .At BTZHI AAT 


时 , 才 是 相 容 的 。 

应 该 指出 ,一 个 可 用 的 偏向 分 方程 的 差分 表达 式 , 必 须 是 相 容 
的 。 和 否则 在 网 格 间距 或 步 长 趋 于 零 的 情况 下 ,差分 方程 不 能 趋 于 
原 微 分 方程 ,差分 方程 的 解 就 不 能 代表 原 微 分 方程 的 解 ,这 就 失去 
了 差分 求解 的 意义 。 


2.8.2 Et (Stability) 

严格 说 来 ,数值 稳定 性 的 概念 仅 适 用 于 可 推进 求解 的 问题 , 例 
如 双 曲 型 方程 的 初 值 问 题 。 所 谓 差 分 方程 是 稳定 的 , 它 的 会 义 是 : 

在 利用 推进 方法 数值 推进 求解 差分 方程 的 过 程 中 ,如 果 初 始 
误差 的 增长 有 界 , 则 称 差 分 方程 或 差分 格式 是 稳定 的 ,否则 称 为 不 
稳定 的 。 

为 了 深入 了 解 稳 定性 的 含义 ,对 稳定 性 定义 中 提 到 的 “ 误 芋 ” 
问题 作 一 说 明 。 设 偏 微 分 方程 的 精确 解 为 4, 偏 微分 方程 的 莹 分 
表达 式 的 精确 解 为 DD, 偏 微分 方程 的 差分 表达 式 的 数值 解 为 N. 
根据 2.6 节 的 研究 ,其 

离散 误差 = A-D 
FARZ = D-N 
总 误差 = (A — D) + (D — N) 

显然 S A IR EYER phe h pes By IE P THE HI A 
误差 而 引起 总 误差 的 增长 , 称 计算 格式 是 强 不 稳定 的 ;反之 ,总 误 
EMITS Ee WARREN. MR BME BES 
人 误差 的 变化 , 当 傅 人 误差 随 计算 过 程 增长 时 RABE H 
反 , 当 合 人 误差 随 计算 过 程 减 小 时 , 称 为 弱 稳 定 。 本 书 如 不 加 注 


82 


Hi. BIRARE. +E F YW, Pn H yi py ka e TE RS] y th UFU UST 
弱 稳 定性 的 条 件 。 


Z.8.3 428 TE Convergence) 

如 果 网 格 问 野 或 步 掺 趋 于 零 , 关 分 方程 的 真 解 趋 于 具有 同样 
边界 和 起 始 笨 件 的 被 分 方程 的 真 解 , 则 称 计算 用 的 其 分 方程 或 差 
分 格式 是 收敛 的 。 


2.8.4 Lax 等 价 定理 

Lax 很 时 就 洁 意 了 收 敏 性 问题 ,他 赋 究 了 偏 微分 方程 的 起 始 
和 值 问题 ,他 发 现 ,如 果 以 下 条 件 存在 :(1) 电 始 值 问题 是 适 定 的 ( 即 
微分 方程 的 起 始 值 问题 的 解 丰 在, 惟一、 连续 依赖 于 初 值 );(2) 偏 
福 分 方程 是 线性 的 , 虑 系数 不 明显 依赖 于 £200 ROD RE 
分 表达 式 ( 则 差分 方程) 是 线 忻 的 , 甩 满 足 相 容 性 条 件 , 则 稳定 性 是 
WO PE A FED RE. GRO ARS Lax 的 让 明 , 有 兴趣 的 
if A) BY Richtmyer 和 Merton(1967) 的 著作 。 

根据 以 上 研究 ,可 以 得 到 以 下 结论 :一 个 可 用 的 差分 格式 , 除 
了 满足 相 容 性 要求 外 ,还 必须 满足 稳定 性 和 收 伍 性 条 件 。 


2.9 判定 稳定 性 的 Fourier 或 
Von Neumann 4347 77 88121 


BOW FRA ALAA Fourier 分 析 方 法 研究 起 始 值 问题 的 稳定 性 ,内 
为 该 方法 足 Von Neumann 最 先 使 用 的 ,所 以 亦 称 为 Von Neumann 
分 析 方 法 。 先 研究 线性 单个 标量 方程 ,再 研究 线性 向 量 方程 (方程 
组 )。 


2.9.1 单个 标量 方程 的 起 始 值 问题 
作为 例子 ,我 们 研究 方程 (2.1.3) 的 一 阶 迎 风 差 分 表达 式 , 并 
H >0, 此 时 差分 方程 为 


&3 


-ouj u; — Hp 
At 58 Az 
采用 上 节 关 于 D.N 的 符号 , 设 。 AERE RO AER 38, SR EAT 
方程 的 数值 解 N TERA 
N = D +£ 

NA WA N (2.9.1). HT D 是 差分 方程 的 真 解 ,D 也 应 满足 式 
{2.9.1)。 鉴 于 方程 (2.9.1) 蚌 线性 方程 ,e 也 必须 满足 式 
(2.9.1), Bil 


7-0 (2.9.1) 


nil n a At E n E 
E; = E; 一 As — D (2.9.2) 


现在 考虑 任意 瞬时 含 人 误差 在 同 格 点 上 的 分 布 。 假 设 
elz, DI RRA 

e(z,t) = Pb, (Oe ° 
BERU EMO (2, O POST SMR, 2, Bm 
种 成 分 的 波 数 ,5 (4) 是 其 振幅 。 由 于 式 (2.9.2) 是 线性 方程 , 根 
据 站 加 原理 ,可 以 分 别 研究 单个 成 分 的 增长 规律 , 即 研究 形式 


e = b, (Oe (2.9.3) 
的 解 。 该 式 给 出 | 

(gat _ bml tni) =G 

€; b. (4, ) 

. (2.9.4) 
Ei, OO o Ar 

n — € " 

£i 


式 中 G Xon dedi i HE HIE EC ,也 叫 放 天 因子 。 
3£:5(2.9.3) 9X 3x (2.9.4) [£A 55 (2.9.20, 18 
G = 1- $94.45.) 
该 式 亦 可 写成 
G=1-øll- cos(k, Ax 3] — iasin(E, Ax) 
BORE ,放大 因子 的 横 的 平方 是 
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I G |? = [1 — e + ecos(E, Az)]2 + o sin? E, ^x) 


经 整理 得 
IG 2 21-2a(1 -e)l — cosk, Ax) (2.9.5) 
因为 式 (2.1.3) 是 齐 次 常 系数 方程 ,此 时 根据 稳定 性 的 定义 , 当 误 
差 的 振幅 随 计 算 过 程 增 长 时 ,差分 格式 是 不 稳定 的 ;而 误差 的 振幅 
不 随 计算 过 程 增 长 时 ,差分 格式 是 稳定 的 。 这 表明 ,差分 格式 的 稳 
定 条 件 是 
GISI (2.9.6) 
由 式 (2.9.5), 式 (2.9.6) 成 立 的 条 件 是 


c= gar = 1 
这 就 是 格式 {2.9.1) 应 该 满足 的 稳定 条 件 , 常 称 它 为 Courant- 
Friedrichs-Lewy(CFL) £9, Fourier 分 析 方 法 基 稳 定 福 分 析 最 常 
应 用 的 方法 , 表 2-4. 表 2-5 中 所 给 出 的 各 种 差分 格式 ,都 可 用 该 方 


法 分 析 , 其 分 析 的 步骤 和 方法 如 下 。 

(1) 首先 给 出 误差 方程 。 这 只 要 将 差分 方程 中 的 o doe 即 
可 得 到 。 

(2) 假设 e 可 用 式 (2.9.3) 表 达 , 由 此 可 得 如 下 表达 式 


nai 
E. 


1 ` 
=G 

š; 

x-l 

HET 

E; G 

n n+l 

Eitl Eitl _ dk Ax 
a ntl — 

ei £j 

n ntl 

Sic | $1 ,, ik Ag 
no atl e 

š; z 

at +1 

MIS. _ Eji+2 _ Tik Ag 

m+] — € 
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(3) 将 此 诸 表 达 式 代 人 误差 方程 ,整理 后 即 可 得 到 决定 增长 
因子 G 的 方程 。 
(4) 分 析 此 方程 ,根据 条 件 |G1 专 1 即 可 得 到 稳定 条 件 。 如 果 


1G1>1, 则 格式 是 不 稳定 的 。 


2.9.2 方程 组 的 起 始 值 问 题 


作为 例子 ,研究 以 下 线性 方程 组 
a 8 
2; ta T = Ü 
(2.9.7) 
3 294 Lg 
Jt x ` 
AP a 为 常量 。 


采用 时 间 一 阶 空间 二 阶 精 度 的 Lax 显 式 格式 , 则 式 (2.9.7) 


的 差分 表达 式 为 
je =F Calg Lo = GI a) 
(2.9.8) 


1 n n" a At " n 
一 204 twi - SA n = ura) 


BRE EUM c, 和 es, 由 于 式 (2.9.8) 是 线性 的 , 故 它 们 满足 


以 下 方程 
j ntl _ 1 n n _ a t n a" 
| E i 2 (es, t se) ZAT (es ev 
(2.9.9) 
| atl _ 1 n n E a At n NEN: 
L ul p GL + sw |) Tag «us EL 


同 单个 标量 方程 的 情况 一 样 ,假设 以 下 美 系 成 立 
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ntl ng 
tt v. 
: i _ 
LET LET 
Ë, £, 
" i 
" m 
Ë, . £i, . 
+1 ik Ar NES IÈ Ar 
" i m 
= ， 
£ E 
En " 
. Ë. - 
Mic. -ik Ag 1-1 -k Ax 
7 = e m =e "n 
n A 
È E 


式 中 4 是 误差 放大 因子 。 
特此 诸 式 代入 式 (2.9.9) ,整理 后 得 


E _ CM + LE J: _ o ete _ ey = 0 
Gy ik Ae o ik Ary no _ 1 Ax ik À ” _ 
2 (e e Jen, Ë 2 (e +e |e, 0 
这 是 线性 齐 次 方程 组 ,由 于 =" ,er HIRE, ELVE 
-À+ Fete te “aô, — iG - e OH) | 
|= 0 
_ T (iE Ar ry, _ 1 + ii ik Ax +e ik Any 
(2.9.10) 
由 此 可 得 
[A - cosl EK, Ax) ]^ + o?sin (Kj Ax) = 0 
这 就 得 到 了 诀 定 À 的 方程 , 它 有 两 个 根 
À, = cos(b., Ax) + ;osin( b. Ax) 
_. (2.9.11) 
A. = cos(Rk a Ax) - iosin(k, ^x) 
HE BT A 
fA, 17 = A 1? = cos (E, Ax) + alsin (E, Ax) 
YU eH] , 当 
lo | (2.9.12) 


HA, |= 122181, 3$ (2.9. 8 EA GE 802,35 (2.9.12) sk F 18 


ART. 


87 
还 可 以 用 和 中 简便 的 方法 分 析 此 问题 。 事 实 二 , 行 引 入 
a eu 
V= | ). E= 
。 «| 
则 式 (2.9.7) 种 式 (2.9.9) 分 别 吕 写成 
有 + B T 0 
By = $E + ELO -ABE - ELD 
(2.9.13) 
Au 


, a 

B= ol 
a 0 

设 


an 4 x 
Eh, Eze 


E?, E Eve tk Ag 
代入 式 (2.9.,13) 得 


Ent = GE? (2.9.14) 
x 
cos b, Ax) - disin( E, Az) 
C L- eisin( b, Ax) 


cos( b, Ax) | 

由 式 {2,9,14) 易 知 ,G PREY RATE ORI HEAR EO, HC 
特征 方程 恰 为 式 (2.9.10) FEER X (2.9.10 FET RAE 
KU oll, 


£s EBrVE ,分 析 差 分 方程 组 稳定 性 的 方法 和 步骤 可 时 结 如 下 。 
(D 给 出 和 何其 形式 的 误差 E 的 方程 。 
(2) H 
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El. = e E; 


将 上 述 诸 式 代 入 误差 方程 ,整理 后 得 
Ev! = GE] 
(3) R G 的 特征 值 ,并 令 其 各 特征 值 的 模 小 于 或 等 于 1, 从 中 
可 建立 稳定 条 件 。 


2.9.3 具有 边界 条 件 的 起 始 值 问题 
作为 例子 ,研究 方程 (2.3.1) ,并 求 用 如 下 差分 表达 式 


ur = u;ctor(un,-2u; + uly) (2.9.15) 


i 


stip 252: 


Ar?’ 

HEHH RA, AR TAA  =0,1,2 m ,m+1, FRE 
i=OM i=m +i RARE, uolt)s up) EE Ag. WHE 
给 出 了 初始 条 件 。 

SRE ARA e(r, DRER EM TRE 

atl 


_ n E it n 
Er = rejQt(l-2r)e + re; 


了 


由 于 ug CER ua (OCA, ERE 


» = 0 
Em = 0 


这 样 误差 方程 给 出 
eU = 0+ (1 -—2r)et + rel 
e$ = ret + (1 — 2r)e7 + res 


+1 
e3 = rej t (1 - 2r)e3 + re? 


ntl 


_ a n n 
Eu-] = FEQ 3 十 (1 -—2r)*,. + ore, 
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e = rem. + (1 -— 2r)e" +0 


Tu 


引入 
1 一 27r r Ü 0 
r 1-2r r 
r 1-2r r 
G = ` 
0 r 1-2r r 
Ü r 1-2r 
e, gu 
m nci 
" EZ ntl 
£ -= ` 
e” ntl 
则 得 
s = Ge" (2.9.16) 


不 难看 出 G 是 误差 的 放大 竹 阵 (增长 矩阵 )。 求 其 特征 值 , 并 
令 其 特征 值 的 模 不 大 于 1, 从 而 可 给 出 稀 定 条 件 ,为 节省 篇 幅 ,这 
里 就 不 进一步 讨论 特征 值 的 求法 和 稳定 条 件 建 立 的 细节 了 。 


2.10 差分 方程 的 稳定 性 与 修正 方程 式 中 
耗 散 项 的 关系 ,稳定 性 的 启发 性 分 析 方 法 3] 


这 节 仅 讨论 双 曲 型 方程 的 模型 问题 , 即 研究 方程 (2.1.3)。 根 
据 2.4 58] 2.5 节 的 研究 , 式 (2.1,3) 的 任 一 差分 计算 格式 ,都 可 用 
收 正方 程式 


表示 。 只 是 不 同 的 格式 ,v, 不 同 耐 已。 如果 假设 误差 函数 为 
elx.) BR e 应 该 满足 的 方程 是 
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dg Je Na ove 
= = > -一 2.10.1) 
2: Oe — Yn da ( 


这 里 方程 式 右 端 的 偶 阶 导数 项 称 之 为 耗 散 项 ,而 奇 阶 导 数 项 称 之 
A f Bn Cani SHEER. f WI da EXE :=0 误差 的 分 布 情况 为 


£ = Ae" (2.10.2) 
AP A.B D ENSE XE. WERE SOME S Hë Au E 
e 
B uk, 78 OO 10.1902. 010.2) 25 HH Pp i [n E B 82 1: 
€ = Ae T aeui (2.10.3) 
xm 
a= Siu" C- 1)” (2.10.4) 
p Yoma 1 1)” (2.10. 5) 


8352.10.32 35 (2.10. 4) R20 DASA MLA AR. 

(1) d 46 IE A EL (2.10. D rP LICET DH S Et Fp oy T 
差 的 振幅 ,而 膏 阶 导数 项 仅 影 响 误差 的 相位 和 振动 频 淘 ç 

(2) 若 某 差分 计算 格式 的 修正 方程 式 , 其 5), WERE Vu (一 让 
<f0(m=1,2,3,…), 则 误差 增长 的 振幅 是 随时 间 增 大 而 减 小 的 。 
当 fo 时 ,误差 6 下 0, 因此 该 差分 计算 格式 是 稳定 的 , 

(3) 车 某 些 分 计算 格式 的 修正 方程 式 ,其 v4, = OC = 1,2, 
3-…) , 则 误差 增长 的 振幅 不 随时 间 而 改变 ,但 误差 的 振动 频率 可 以 
有 较 大 的 变化 , 即 初 始 时 刻 上 共有 较 低频 率 的 误 益 ,经 若干 时 间 步 的 
差分 运算 后 ,可 能 变 成 具有 高 频 的 振动 误差 (有 人 也 叫 锯齿 形 振动 
误差 )。 

具有 这 种 特点 的 善 分 计算 烙 式 ,有 人 称 它 为 中 性 稳定 的 格式 。 
由 于 它 的 修 霜 方程 式 的 耗 散 项 全 DE, BTA aR AG AA RE BY if 

格式 。 鉴 于 在 计算 中 高 频 振 荡 的 锯齿 形 误差 ,也 常常 能 导 至 计算 
失败 ,因此 人 们 总 希望 计算 格式 中 能 出 现 起 稳定 作用 但 不 耻 低 入 
式 精 度 的 耗 散 项 。 例 如 对 于 半 离 散 化 的 差分 格式 ,当空 间 导 数 采 


of 


用 二 阶 中 心 闫 商 近 似 时 ,v= 二 00m 二 1,2,3…) ;此 时 为 了 增强 格 

式 的 稳定 性 和 抑制 饮 齿 形 波 动 ,常常 在 格式 中 附加 ;<<0 的 四 阶 

耗 散 项 。 
(4) 对 于 - rz A 

vu, > Ü 


Sak (= 1)” «au, 
He RE: 增加 而 减 小 ,因而 格式 是 稳定 的 。 
(5) 对 于 二 阶 差 分 格式 (v = 0) E 


vi <0 


M w"C D" «- v kt 
则 e 随 : 增加 而 减 小 ,格式 是 稳定 的 。 根 据 结论 (4).(5) ,我 们 容 
易 得 到 Hin 曾经 建议 的 稳定 性 的 启发 性 分 析 方 法 。 事 实 上 ,由 
2.4.2.5 节 的 分 析 可 以 得 到 , 当 At M Ar 很 小 时 (so 假设 为 常量 )， 
Von FÉ m. 增 大 而 减 小 。 这 样 ,对 于 一 阶 格式 ,如 果 v,>0, 就 可 能 有 


nk D" < 3 对 于 一 阶 格式 ,如 果 vy < 0, 就 可 能 有 


3i E" CD" « 由 和 4 在 这 种 情况 下 ,对 于 -- 阶 格式 ,只 要 
判断 "就 林 分 析 其 稳定 人 性 了 ,如 果 v > 9, 格式 是 稳定 的 ;对 于 二 
阶 格式 ,只 要 判断 "就 可 分 析 其 稳定 性 ,如果 v, < 0, 格式 是 稳定 
的 。 依 此 方法 ,可 分 析 更 高 阶 差分 格式 的 稳定 人 性。 应 该 指出 , 工 述 到 
断 稳定 性 的 分 析 方 法 ,其 严格 成 立 条 件 ,是 建筑 在 结论 (4)、(5) 中 
第 二 个 条 件 成 立 的 前 担 之 上 的 。 央 为 在 Hier 的 判断 法 旭 中 ,没有 保 
证 满足 这 个 条 件 ,所 以 就 不 能 保证 在 任何 情况 下 这 种 判断 结论 都 
是 正确 的 , 关 此 称 这 种 判断 方法 为 启发 性 的 ,以 区 别 于 更 为 准确 的 
FUE TY o 
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2.11 X T HAE ERE ERE 


利用 前 两 节 分 析 稳 定性 的 方法 ,可 给 出 各 种 差分 方程 的 稳定 
性 条 件 。 作 为 例子 ,在 这 节 中 ,给 出 某 些 典型 的 结果 。 


2.11.1 WE SE + a D" = 0 的 若干 典型 格式 的 稳定 性 条 件 
其 典型 的 差分 格式 的 稳定 性 条 件 见 表 2-8。 
表 2-8 REFR +a Hom 
若干 上 典型 格式 的 稳定 性 条 件 


显 式 一 阶 迎 风格 式 


Lax- Wendroff #§ 35; 
1 fade 
Ag 


z 
) Gta cra 


Leap Frog 格式 


= 


两 步 Lax-Wendrolt 
格式 


Mac-Cormack 格式 


"EE a — — Ax 
wets Df a SGT WED} ! 
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C3 


1 
Rusanov Kt X teu —2ul, t Ful. Tut 


Zij- al uf u) 


Bye upa tóu -Au tna) 


0 2 
E 


1 
al “> |: tu‘ alat : ui) | 
n d E " " a 
= u og Oh uat Tu Tar + eg) - 


3 i2) i2) 
FLOR 


Warming-Kutler- | p41 
Lomax 格式 "i 


34 002 -Aup tur Aw + ul.) 


Wim hl -w- fM [un — LO Cat - c 任意 ， 
格式 2j 无 条 件 稳定 


2.11.2 模型 方程 给 = 6 2 若干 典型 格式 的 稳定 性 条 件 


其 典型 的 差分 格式 及 稳定 性 条 件 见 表 2-9。 
表 2-9 Ka =o 


车 于 典型 格式 的 稳定 性 条 件 
格式 名 称 


* — r a A a 
;í cap triw Zub rH 


简单 显 式 格 起 m 


=h 
r Ax? 


Richardson A fut’! = up *2r(ul, -2uf t ul) | Xd bo 


Dur e nhe] tr 1 ; RRR 
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格式 名 称 


格式 表达 式 


Laasonen EXE lut = utt Catt —2u at D) EREE 


l 
Crank- Nicolson ét sape Ca c ul + ur. Y+ i FR BE 
Cutt 2u9' tea D] 
n» 
Q9 
无 条 忻 稳 害 
ui Sat elea + UT 


Qc 0)(u"” 72a] t uS 


2.12 激 波 上 .下游 差分 解 的 波动 问题 


前 面 妍 完了 差分 方程 及 其 修正 方程 式 , 由 于 存在 截断 误 盖 ,我 
们 可 以 看 刘 以 下 问题 。 

Ci) 对 于 可 推进 求解 的 起 始 值 问题 ,必须 注意 其 计算 过 程 是 
否 稳定 。 必 须 选 择 那些 根据 稳定 性 分 本 确 知 是 稳定 的 差分 计算 格 
X. 诚然 ,上 而 介绍 的 稳定 性 分 析 方 法 对 线性 方程 才 是 完全 适用 
的 ,对 于 非 线性 方程 ,由于 仅 通过 床 结 其 方程 中 导数 前 的 系数 , 才 
能 使 用 这 种 分 析 方 法 ,因而 所 给 出 的 稳定 性 条 件 是 参照 性 的 ,实际 
非 缓 性 问题 的 稳定 性 条 件 可 能 和 线性 分 析 是 有 差别 的 ,但 是 线性 
分 析 方 法 毕竟 还 是 一 个 分 析 稳 定性 的 重要 手段 。 一 个 不 稳定 的 益 
分 计算 格式 ,当初 场 存在 微小 的 具有 波动 的 误差 时 ,这 个 微小 的 波 
动 保 荆 将 随 计算 讨 程 不 断 放大 ,最 后 导致 计算 失败 。 对 于 一 个 中 
性 稳定 的 差分 计算 格式 ,例如 半 离 获 化 的 中 心 格式 ,计算 过 程 中 可 
能 会 出 现 频 举 逐 渐 增 高 的 锯 沧 形 波动 ,这 也 是 希望 避免 的 。 

总 之 ,这 些 情 况 表明 ,由 于 截断 误差 存在 ,必须 加 免 排 进 求 解 
过 程 中 的 "变动 误差 "的 发 展 。 

(2) 闪 分 方程 的 精确 解 并 不 是 原 微分 方程 的 精确 解 ,而 是 其 
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修正 方程式 的 精确 解 。 修 正方 程式 中 修正 项 的 存在 ,导致 差分 解 
和 原 微分 方程 解 之 癌 的 差别 。 由 于 差分 格式 的 不 同 ,修正 项 可 以 
是 各 式 各 样 的 。 设 原 微分 方程 的 解 是 没有 流动 的 ,其 差分 解 也 可 
能 出 现 波 动 ,即使 当 解 达到 定常 时 也 可 能 有 波动 。 在 进行 带 激流 
流动 的 计算 时 , 激 波 上 、 下 游 差分 解 常 出 现 波 动 , 其 原因 就 在 于 此 。 
下 面 来 分 析 这 个 问题 。 


2.12.1 解析 分 析 
现在 来 考察 由 一 维 定 常 Navier-Stokes 方程 描述 的 正 激 波 流 
Jb. Komma 


(2.12.1) 
AP p.s, h. 分 别 是 压力 .密度 A EHE Lo de sl j Shi E 38. 


Pr = “Et Prandtl 8 , C, 是 等 压 比 热 ,K OS SHUR Hs THOR 
示 r= - % 处 的 来 流 参数 。 

正 激 波 流动 的 边界 条 件 如 下 。 

在 x= - ks pn pas P= porh he = ua, OL =0, 
n-1,2,'5,9,g IR pi p.h u 等 。 


É x= 8b, p= pj p= b; h — hi, u = us ETC TG Ao 


气体 的 正 激流 关系 式 决定 ,例如 vo = 2-1 (1+ arus ,并 有 
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24 = -0,n-1,2. 
连续 方程 有 如 下 积分 
pu = Dow 
在 Pr = 3/4 的 近似 假设 (与 空气 的 Pr =0.72 相 接近 ) 下 ,能 
量 方程 有 如 下 积分 


u^ us, 
ht = het 
于 是 有 
2 2 
y-1 xdi LS 
P y u A09 t GZ -) 
y a 1 2 4E 
| y-lo. 
考虑 到 A “ion. 7 Ia“ ,可 得 
dp __ 7-1 | Ytl,UsUjl|du 
dm |z 
FEA 
u (de _ y +1 u m Hot? da 
P cet dr 2y¥ ~*~ u? idx 


将 它 代 人 动量 方程 下 得 如 下 描述 正 激 波 流动 的 基本 方程 


yl | JI Í du 
1 y 


2y Cote we Jde o dri dx 


) (2.12.2) 


式 中 TETI 


为 了 模拟 修正 方程 式 中 v, 的 影响 ,这 里 仅 以 附加 二 阶 和 三 阶 
导数 项 为 例 来 研究 一 维 Navier-Stokes 方程 所 描述 的 正 激 波 流动 。 
其 基本 方程 为 


y +1 u (1 e de L Al 
2y lae 2 jde dr 


u 


(v +w) qx "E 
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a, £5] | (2.12.3) 
AD va 和 v3 为 相应 附 吉 导数 项 的 系数 ,假设 为 常量 。 应 该 指出 ， 
当 y; 和 vs 都 为 零 时 , 式 (2.12.3) 是 精确 的 描述 定常 正 激 波 流 动 
的 Navier-Stokes 方程 。 当 vy，==0, 而 v, 50 BE,3X (2.12.3) IRA T 
某 个 一 阶 差分 格式 的 修正 方程 式 ; 当 = 0,4250 B1, 35 (2.12.3) 
模拟 了 某 个 二 阶 格式 的 修正 方程 式 。 因 此 ,通过 求解 式 (2.12.3)， 
可 研究 二 阶 .三 阶 附 加 项 对 解 的 影响 。 

事实 上 ,如 果 以 无 秋 人 性 正 激 波 前 .后 的 物理 量 分 布 作为 从 代 求 
解 的 初 值 ,文献 中 已 经 证 明 , 当 v= v3=0 时, 式 (2.12.3) 具 有 光 
滑 的 激 波 解 (图 2-2 的 实 线 ), 其 激 波 区 很 薄 , 激 波 区 以 外 , 诸 物 理 
BWR Bik Aa ERR EP. WE vo v. 不 为 零 ,虽然 
xX(2.12.3) HAER BS BUR) a AG Be PE IE CE E F W 
的 值 AERO IE SERI RE ee. HAIN. 


图 2-2 一 维 正 激 波 流动 的 速度 分 布 示意 图 


将 式 (2.12.3) 对 z 进行 积分 ,并 应 用 x = - ee 处 的 边界 条 
件 ,可 得 


DET 


du y+1 (a — (a — ui) 
tus 2 É> co 一 一 


(y 4 r 2y Crt 去 


(2.12.4) 


u= Il tU DM |° 
现在 来 研究 a= 1 和 到 = 附近 , 式 (2.12.4) 的 解 的 性 质 。 

因为 当 z 一 -co 时 ,5 一 1 AE z— oo BF, z — > , W£ mix FF #F 32 n 
给 出 解 在 上 .下游 区 域 的 性 状 。 令 

HH 二 1+ wu (上 游 区 ) 

# = i +u (PRR) | 
BELPER, u |<1, 而 在 下 游 区 |u [< u, . Y3X(Q.12.5 KA 
式 (2.12.4) , 覆 去 + 2 以 上 的 高 阶 小 量 项 后 得 到 


pi vs E = huu (ERE) 


(2.12.5) 


N n (2.12.6) 
er ae TWD 
Am £7 im be, pa 7 Vau T V3 
-r*1 -ü 
b= 55 Qoo Uo (1 — #2) >0 (2.12.7) 
.yt*l 1-ü; | 
k2 2y 0"> g, 0 


Vis TI vio THe x= -ce 和 =o 时 的 v, 值 。 显 然 , 式 (2.12.6) 
是 线性 方程 , 它 的 一 般 解 很 容易 由 以 下 特征 方程 决定 
- và? + À — b= 0 (EWK) 
v4A^ + À + k = Ü (FERK) 
下 面 分 几 种 不 同情 况 来 讨论 。 
(1) 5,20, 4520,»70 的 情形 
此 时 , 式 (2.12.8) 的 特征 根 为 
A, = kile, (上 游 区 ) 
À; =-— hago 《下 游 区 ) 
与 之 相应 的 式 {2.12.6) 的 一 般 解 为 


| (2.12.8) 
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; Ry 
u = Acxp| | (EPE) 
fl a 


Ë, . 
"E Bexo| - "d {下游 区 ) 
fo o; 
Hh (2.12.5) n] 48 


£ = lt Aew( ta C EXE DE) | 
_ _ ka g | (2.12.9) 
H = #> + Pexp| - ^g CF RIA 

式 (2.12.9) 表 明 , 24 i oti, EUR ER TE SOUL GUCTH 
地 趋 于 1; 而 当 zx-* 吕 时 ,下 游 攻 的 解 也 按 措 数 规律 光 潜 地 趋 于 
#2。 因 此 ,在 这 种 情况 下 , 激 波 上 .下 游 都 不 出 现 流动。 

(2) p 20, p; 20, v, « 0 的 情形 

对 于 上 游 区 , 若 


PH + 4kiv3 > Ü 
RU sX (2.12. 8) PER AA SEK, SR 
(2.12.60 8] — Reset E 
Ba ha doghi e | + 
Asexp| - em 一 "LE 4vaki je | 


再 由 式 (2.12.5) 可 得 


u = Aiexp| - [ 


# =1 + Auexp| = + > P | m 


Asexp| Us UE ! ios ja] (2.12.10) 
式 中 A 和 A. 为 积分 常数 。 可 见 ,此 时 解 不 出 现 波 动 。 反 之 , 若 
并 二 dv3 芝 0, 则 由 式 (2.12.8) 解 得 的 两 个 特征 根 均 是 复数 , 求 中 
式 (2.12.6) 的 一 般 解 后 ,再 通过 式 (2.12.5) 可 得 
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ds] 

(2.12.11) 
对 于 二 和 阶 差 分 格式 ,pl = vi 是 很 小 的 , My, < 0, eH 
B Lt Ak vs CO JARRI , cip fte LE Lh, EL BÉ x 增 大 ， 
振幅 逐渐 增 大 。 图 2-3(a) 纵 出 了 此 时 的 速度 分 布 示 意图 。 


] 
Axexp| - iis sin| 25 af — 43h 


(a) (n) 
图 2-3 油污 附近 的 速度 分 布 
(a) p 70, 5420,04, < 0 的 情形 ; 
(5) p, 70, i, 70,2470 的 情形 。 
对 于 下 游 区 ,由 式 (2.12.8) 解 出 的 两 个 特征 根 皆 为 实数 。 求 
出 式 (2.12.6) 的 一 般 解 后 ,再 通过 式 (2.12.5) 可 得 


à -us* hiemp|- (22 +t id ayes a] 


Axexp| [2 =! lie $a] (2.12.12) 


Va 
可 见 , 此 时 解 在 下 游 不 出 现 波 动 

(3) p>0,p2>0,v;>0 的 情形 

使 用 同样 的 分 析 方 法 可 以 得 到 如 下 结论 。 在 上 游 , 解 不 出 现 
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Be (AE F W E 
kava 

Ju fg ck E oh E 2.3(6)). 

根据 上 面 的 分 析 , 可 得 结论 如 下 。 

P- ,在 修正 方程 式 中 , 正 的 o; 有 抑制 激 波 附近 差分 解 波动 
的 作用 。 如 果 采 用 具有 正 系 数 的 二 阶 耗 散 项 的 一 阶 格 式 , 或 者 在 
高 阶 格式 中 ,人 工 附加 正 系数 的 二 阶 录 散 项 , 当 vu v, 等 高 阶 项 都 
很 小 时 , 则 可 得 到 光滑 的 激 波 解 。 

第 二 ,对 于 二 阶 差 分 格式 ,如 果 vs 在 激 波 上 ,下游 全 大 于 零 ， 
v, 等 高 阶 项 较 小 , 则 差分 格式 给 出 的 激 波 解 在 上 游 是 光 请 的 ,但 
王 游 出 现 波动 解 。 对 于 二 阶 差分 格式 ,如果 v3 PERE E. LUI 
INF vg 等 高 阶 项 较 小 , 则 差分 格式 给 出 的 激 波 解 在 下 游 是 光 
将 的 ,但 上 游 出 现 波 动 解 。 

利用 这 些 结论 ,我们 可 作出 如 下 推论 。 

(1) 在 使 用 差分 方法 求解 Euler 方程 和 Navier-Stokes 方程 
时 ,通过 采用 具有 正 系 数 的 二 阶 数 值 耗 散 项 的 一 阶 格式 ,或 者 在 高 
阶 格式 中 附加 具有 正 系数 的 二 阶 人 工 耗 散 项 ,可 以 光 请 地 捕捉 激 
波 , 但 所 得 的 激流 厚度 被 加 宽 了 。 这 个 推论 已 被 目前 已 有 的 大 量 
数值 结果 所 证 实 。 

(2) 如 果 我 们 构造 一 个 这 样 的 二 阶 差 分 格式 ,在 激 波 上 游 
v3 70, ifi TEE P Uf v;<<0, 旭 该 格式 在 激 波 上 、 下 游 皆 可 光滑 地 
MERE. 


<4 


2.12.2 一 维 激 该 的 数值 模拟 

上 面 的 推论 (2) ,是 建筑 在 线 化 解析 分 析 基 础 上 的 ,而 实际 问 
题 是 非 线 性 的 ,因此 使 用 数值 模拟 方法 研究 该 推论 的 正确 性 是 完 
全 必要 的 。 

对 于 常 比 热 完 全 气体 ,支配 正 激 波 流动 的 一 维 Navier-Stokes 
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方程 组 是 (假设 流动 是 绝热 的 ) 


do, d 

B£ 5, Ce) = 0 

alpu) | 9 (2 _ 213 du 
at | a4 OH | p) = 5, ( Fn 55] 


2 


a w 9 p w 3[4 ðu 
pala MEAE t 和 = alge oe | 


式 中 e 是 单位 质量 气体 的 内 能。 这 里 假设 Prandd 数 为 314。 

为 了 模拟 与 由 上 述 偏 微分 方程 组 经 某 个 二 和 阶 差 分 格式 离散 后 
所 得 到 的 差分 方程 组 等 价 的 修正 方程 组 ,在 上 述 方程 组 右 端 附加 
系数 为 vs 的 相应 的 三 阶 学 数 项 ,于 是 有 如 下 方程 组 


2p 
at 1 


3 
a: (eu) = Ü 


a 39401 914 Ju) af Pu 
3, (ou) + 3 (pu tp) = ELEME 


sete Sent f) 


afd dul, a u 
tni ZI one 55] 


.)rL ax az? 
(2.12.13) 
为 了 模拟 一 维 激 波 流动 ,规定 如 下 边界 条 忻 : 
M r>- xf, ` 
2 = Port = tor T Em, 
du Pu De _ Fe | 
ðr dx? 'r ax? " 


Mj > — co Bf, 


_ y-l 2 1 
aaro LL Y asi]. 


(2.12.14) 
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式 中 Ma, = «jl P" ). 


在 定常 情况 下 ,可 将 式 (2.12.13) 对 x 进行 积分 。 经 过 不 复 条 的 
运算 ,可 给 出 如 下 确定 a 的 方程 


网 f (# DR Ha) 
aix dr $+ BAr dr ~ z 


(2.12.15) 


_ 2 ya A. 
式 中 e alae): 
_ 8 / 1 oH. 
8 (zh 
录 然 , 当 8=0 时 , 式 (2.12.15) 代 表 了 附加 三 阶 导 数 项 的 Eu- 
ler 方程 。 当 及 不 为 零 时 ,为 了 简单 起 多, 并且 也 不 影响 分 析 结 论 ， 
以 下 假设 = 为 常数 。 


将 方程 (2.12.15) 中 的 9 EET ES 阶 或 更 高 阶 精 度 的 


BRAGS ,可 以 求 出 任意 a. fp 组 合 下 方程 (2.12.15) 的 解 。 在 
本 节 的 计算 中 ,由 于 a20, WE 8220. HA a 和 v; 的 符 导 一 致 ， 
为 了 考察 v3 的 影响 , 故 a 的 值 正 , 负 都 取 。 网 24 至 图 2-6 是 数值 
计算 给 出 的 某 些 结果 。 

图 2-4 RHH, SEMELE. TIE a >0 时 , 激 波 上 游 差 分 解 是 光 
请 的 ,但 下 游 出 现 波动 。 

图 2-5 表明 , 当 在 激 波 上 .下游 ae<0 时 , 激 波 下 游 差 分 解 星光 
ias, [B Ern Sega. 

图 2-6 表明, 如 果 在 激 波 上 游 ec>0, 而 在 激 波 下 六 vc<0, 则 在 
激 疲 上 .下游 的 差分 解 都 是 光滑 的 。 这 就 说 明 ,数值 模拟 完全 证 实 
了 上 述 由 解析 分 析 得 到 的 推论 (2)。 

推论 (2) 是 很 月 意义 的 , 它 指出 了 一 条 购 造 能 光滑 捕捉 激 波 的 
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H 
1.2 T 
10 — T | 
0.8 
0.6 
04 
0.2 

ü 

3.2 1.6 0 1.6 32 x 
图 2-4 正 激流 流动 
a=0.9, B—0.9, Ma. —4.0, 

F 
p 
1.0 
0.8 
0.6 
0.4 

0.2 

-0 -06 -0.2 0.2 0.6 1.0 x 

图 2-5 正 激 波 流动 


a= -0.9, B-0.9, Mas =4.0, 


二 阶 格式 的 路 子 。 在 第 4 章 中 ,我 们 将 遵循 这 条 路 子 ,构造 出 能 光 
滑 地 捕 提 激 波 的 二 阶 空间 精度 的 NND 格式 (无 波动 .无 自 出 参数 
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E] 2-6 ERR PL SJ 


we 70.9, eig = — 0.9, B=0.9, Ma. 74.0, 


的 耗 散 格 式 )。 


2.12.3 激 波 附 近 差分 解 的 波动 与 热力 学 第 二 定律 

热力 学 第 二 定律 的 数学 表述 是 精 增 原理 : 当 物 体系 经 绝热 过 
程 由 一 态 达 到 另 一 态 EISE LIP LP ERR Pa PR 
在 不 可 逆 绝 热 过 程 后 增加 。 气 体 流 过 激 波 是 一 个 不 可 逆 绝 热 过 
FE RAB 

在 nu 为 常数 的 近似 假设 下 ,利用 方程 组 (2.12.13) ,由 热力 学 
第 一 定律 可 推导 出 


TD Do) 


PED PP De 


4 au\? 9 au 
^5] tu. (2.12.16) 


xb DS gos Bf S Bc, XT E NO, ERRER, 24 <0, 
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3 .dy 0 - . a 7 . 
“<0, N di 575 > 0 i Ze Fe. S «0, 5 2 0. E i 

dart dr a xr adr dur 

aud’ au 


<Ü (2.12.16) 3 B] : 4 ye fb (Navier-Stokes 方程 , 商 


Iraq? 
雷诺 数 流 动 ) 或 上 =0CEuler 方程 时 ,如 果 在 全 区 内 va >0, UR 
上 游 是 满足 彤 增 条 件 的 ,而 下 游 不 满足 ;反之 ,如 果 在 全 区 内 v, < 
0,9 3k 0c HF UT 18 E Se OP URADIEWA ER). inii cdm 
E v3 > 0, TAR FF n <0 ae E, T a E E E. 
条 件 的 。 

与 前 面 关 十 差分 解 在 激流 附近 出 现 波 动情 况 的 分 析 结 休 相 比 
较 , 容 易 看 出 ,凡是 灶 增 条 人 性 不 满足 的 地 方 , 就 会 出 现 差分 解 的 波 
动 。 这 就 意味 着 炉 增 条 件 与 差分 解 的 非 物 理 振 荡 足 密切 相关 的 。 


第 3 章 ” 几 个 典型 的 差分 格式 


本 章 将 介绍 几 个 典型 的 差分 格式 。 它 们 包括 MacCormack fi 
TAPER A .基于 Runge-Kutta TE 80 fb 3G RES KR Beam Warming 
隐 式 耗 散 格式 Jameson 3X FE RR RIBS Re BOS 


3.1 MacCormack 显 式 耗 散 格式 


作为 例子 ,研究 如 下 二 维 非 定常 Euler 方程 的 数值 求解 问题 


a: tax 0 (3.1.1) 


3.1.1 MacCormack # t L2 
在 时 间 和 空间 均 为 二 阶 精度 的 范围 内 ,利用 Taylor 展开 和 近 
似 因 式 分 解 可 以 证 明 
yet = L.( $t (SOL, (FAs Ju (3.1.2) 
或 者 
prt = Ly {At JL, (an ($A) (3.1.3) 
AP, U” 是 1 = WRIA U, UE (= L + Ac 时 刻 的 U。 L. 
(az 是 如 下 方程 


3: Tax” Ü (3.1.4) 
的 二 阶 差 分 算 子 , 步 长 为 A1。 上 ,(Ai) 是 如 下 方程 
dU aF 


at * 3, - 9 (3.1.5) 
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的 二 阶 差分 算 子 , 步 长 为 At。 
XP RECS. 1.4) #003. 1. 5), MacCormack 分 别 给 出 了 相应 
的 两 步 二 阶 精度 的 算式 。 攻 体 地 说 ,对 于 方程 (3.1.4), 工 .(At) 是 


HM. DZ" = Uj" - AE (Ej* - Ert) (3.1.6) 


修正 : Up" — + uj" + U- GE, - EQUO 
(3.1.7) 
mi FH (3.1.5), L,CAr) 


预测 : U; '" = U; `" — AUN ""- pe tt) (3.1.8) 
并 Hat 1 * k n 其 f m At LEE] = t © 
修正 : U; = > U; + U; 一 Ay Fr - F; )| 


(3.1.9) 

可 以 证 明 , 上 述 MacCormack 两 步 格式 能 自动 生成 具有 人 负 系 

数 的 四 阶 耗 散 项 ,因此 这 个 格式 能 换 制 奇偶 失 联 的 差分 解 的 波动 。 

但 如 果 流 场 中 存在 激 波 ,计算 实践 表明 该 格式 不 能 抑制 激 波 附近 
区 域 中 差分 解 的 波动 。 


3.1.2 附加 二 阶 人 工 符 性 项 的 MacCormack 方法 
为 了 抑制 激 波 附近 区 域 中 数值 解 的 虚假 波动 ,在 方程 (3.1.4) 

和 (3.1.5) 中 分 别 附 加 如 下 具有 正 系 数 (y; POM Oe A THEN 
aU ,93E _ 1, Ax’ HU 

d£ aa 2 2 At 3r? 

9U 2F 1 Ay PU 


à: Oy 272 At ay? 


(3.1. 10) 


(3.1.11) 


由 于 E-AU,A = 2E , 故 由 式 (3.1.10) 可 得 


aU 
a a Il Ax? # 
3: ^ ag * y Az ou) 


于 是 由 Taylor 展开 公式 可 得 如 下 二 阶 粳 度 的 表达 式 
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ap 1 RU 
nil Hoy 2 一 
U = U + At ;] A 3 


, 3 p 1 Ax? X aL. 
U taf- 37A t2" At 5,2) ¥ t 


1 
2 E 
再 将 上 式 右 端 在 二 阶 精度 范围 内 进行 因 式 分 解 可 得 
u“ = |i At sea" + ea ZA" ) 
T 十 1 A z Ed " 
| 2282 33 U (3.1.12) 
或 者 
aip d g? 
U" = I + ZA? a| 
2 n 1 3 L4 2 " "n 
L - At JzA” + E 574 U 
(3.1.13) 
可 以 将 式 (3.1.12) 和 式 (3.1.13) 分 别 表示 成 如 下 算 子 表达 式 
U^"! = LCA) La (Az) U" (3.1.14) 
和 
U^*! = Lo (A#)L (Az) D" (3.1.15) 
RH L. (Ar) RP 
aU ƏE 
at ox T? 


B3 — [9r 25 2r SE T-, f| S E 3B MacCormack MART. "PL. 
(Ai) 则 是 方程 
aU _ l Az ay 


2:7 2” Ar d (3.1.16) 
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的 一 阶 差分 算 子 。 其 具体 表达 式 为 
= 2 (3.1.17) 


称 式 (3.1.17) 为 滤波 方程 :31。 

式 {43.1, 14) E BH, 242 E 7E 8 (3. 1. 100 Bf, n] AAAA 
(.1. 17 RETEG. 1.10 (将 这 个 运算 称 为 滤波 运算 ), 然 后 将 
所 得 结果 作为 初 值 ,并 用 MacCormack 格式 数值 求解 方程 (3.1. 
4)。 当 然 , 式 43.1.15) 表 明 ,也 可 以 用 与 上 述 次 序 相反 的 次 序 来 数 
值 求解 方程 (3.1,10)。 可 以 用 完全 类 似 的 方法 数值 求解 方程 
(3.1.11). 

现 将 上 面 的 讨论 小 结 如 下 。 方 程 63.1.1) 的 数值 求解 可 按 下 
列 次 序 履 行 ; 根 据 蕊 知 的 3, 先 沿 x 方向 进行 滤波 运算 ,再 沿 % 
方向 进行 滤波 ,再 将 如 此 得 到 的 流 场 作 为 初 场 ,并 用 MacCormack 
格式 (3.1.2) 或 式 (3.,1.3) 进 行 计算 。 

实践 表明 ,上述 算 法 能 抑制 激 波 附近 区 域 和 光滑 区 中 数值 解 
的 流动 。 这 是 因为 激 波 附近 区 域 中 数值 解 的 波动 可 以 用 滤波 ( 即 
BAT SHER EIA. AA, A MacCormack 两 步 中 心 格 
式 能 自动 生成 具有 人 负 系 数 的 四 阶 耗 散 项 ,因而 能 抑制 光滑 区 中 的 
奇偶 失 联 波动 。 


3.1.3 人 工 蒜 性 系数 v, 的 确定 
早期 是 靠 数 信和 实验 来 选择 ,其 选择 的 原则 是 能 光滑 地 捕 提 
激流。 稍 近 的 一 些 工 作 是 依据 最 小 耗 散 原则 来 选择 vo INDE 
介绍 这 种 方法 [1。 
为 简单 起 见 ,考虑 如 下 线性 标量 方程 
+a t0, a>0 (3.1.18) 


MAET ATENE TUBES 


Bu au _ 1 Ax? Pu 
FP dx 2” At az? 


(3.1.19) 


III 


四 前 画 的 讨论 知 ,方程 (3.1.19) 的 数值 求解 可 按 如 下 次 序 来 
RiTo IE SHE «un ,经 滤波 后 得 


一 .- 1 
uj = uj t 3 ya uy — 2uj + uty) 


(3.1.20) 


然后 以 好 为 初 场 用 MaeCormack 格式 求解 方程 (3.1.18) ,可 得 


— lífaAt a _ r 
H; = UR Joa = aj- t 


于 (经 ron -2w tut.) (3.1.21) 
将 式 (3.1.20) 代 入 式 (3.1,21), 并 略 去 三 阶 及 三 阶 以 上 的 小 
量 后 可 得 


ljas 
wy sag = 3 (SE) Cage, uj |) 
1 . 2 
t zb) (ac 2uj + ow) 
1 T 对 + 
+ pa Chas -2uj + ufi) 
经 整理 后 得 到 
ant) = Au? + Bu? + Cut, (3.1.22) 
_ Lfadt\, Lfade\? 1 
式 中 ^- ve) 285) e» 
Ar V? 
B=1- [5 ) - vz r (3.1.23) 
、 líaMt |), liaAty 1 ; 
C= aed aves ta! 


根据 Godunov 定理 ,和 欲 使 格式 (3.1.22) 是 单调 的 ,其 充 蓝 条 
件 是 ALO,BIRO0,CZEO. H K(3.1.23) HI, A 是 自动 满足 大 于 党 
的 条 件 的 ,而 由 BIO A Cc0 可 得 


cat 1 1 _ adt\ aAt Y ! 
[1 -从 je» < 1i- (3) (3.1.24) 


EK 


- «ati pud (3.1.25) 
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显然 此 时 式 43.1.24) 可 以 得 到 满足 。 因 为 如 此 选择 的 v; 是 由 式 
(3.1.24) 所 规定 的 附加 和 人 荆 符 性 系数 的 多 许 范 围 的 干 限 , 所 以 称 
之 为 最 小 耗 散 的 人 工 和 共性 系数 。 


3.1.4 开关 函数 的 引进 

1 上 述 知 , 式 (3.1.25) 所 确定 的 v; 是 保证 格式 单调 时 的 最 小 
耗 散人 工 慕 性 系数 。 但 无 论 如 何 , 此 时 格式 的 精度 已 退化 为 一 阶 ， 
这 是 为 光 少 地 捕 提 激流 所 付出 的 代价 。 为 使 这 个 代 析 尽 可 能 地 
小 , 仪 需 在 激 波 附近 区 域 附 加 上 述 二 阶 和 工 医 性 项 ,而 在 激流 以 外 
HERRE ,一 0。 为 此 需要 引进 一 个 开关 函数 0, 


IFIPT FILES 
"EE (1 ne I (3.1.26) 


FFE wh Be 8 应 该 满足 如 下 要 求 :在 激 波 处 8; — 1, MEME, 

00, Pik JFK PR RR BE EE RE Ab Hh E dU BP BOR 

Pirt 2p tha | 

Pia t 2p, + pal (3.1.27) 
纤 上 所 述 , 当 采 用 MacCormack ft ot RE BERE SCOR AE Euler 方程 

时 ,方程 (3.1.10) 中 的 v, 为 


lalAt/, |alAt 
e = | Ax 1 Ax \ Jo, 


8. = 


了 


; [210,5 + 2 Db; + b; | 
方程 (3.1.11) 中 的 v> 为 
EARS [6| At 
ya = | Ay (1 Ay }]s 
nm | Pija -2fj; + bug | 
| Py + 20;,, + pi,; | 


在 以 上 两 式 中 ,a,6 可 理解 为 ~ 4 Eg 的 特征 值 。 
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3.2 基于 Runge-Kutta 法 
的 显 式 耗 散 格 式 


仍然 以 二 维 非 定常 Euler 方程 的 数值 求解 为 例 来 说 明 。 半 离 
散 化 后 得 到 的 方程 为 


ag} JE aF 
= — + = R, . 
( di | i (5; dy | i 4 


式 中 R, KH Bh ta 25 oe OR TPR. A Y 648 Bu 48 De 8 0L EET JII 
具有 正 系 数 的 二 阶 人 工 黏 性 项 ;为 了 抑制 数值 解 的 奇偶 失 联 振荡 ， 
附加 具有 负 系 数 的 四 阶 耗 散 项 。 此 时 SE BEC HGB Jp OUS 


a 
(5c) . = 一 R; + D,, —d;,, (3.2.1) 
i 
式 中 
Di; =E eB Ui Vi) - 

ef (Us, 一 U, ji] + 
Lej U; 一 U;,;) 一 
ej AQU;,; — U;,,;-1) 15 (3.2.2) 


1 
d; ; =a e Uny T 3U;,.; + 3U;.; 一 U; Lj) 一 


eP Unay 230, + 3E; — U 3] + 
Le TL CU, 542 ~ 3U, jsi + 3U,, = Ui) 一 
EC -3U,; t 3U,;. Uja) li 


(3.2.3) 
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AH 
efl = KM max(8, 8,9 efit = KP maxlA, 8, 
2 ZEN ha 2 ` DIEI what 

s =maxi0, (K) -eL Le fL maxl0 (KO 一 < 和) 

4 = Pig bg bag : 0 = Pija 7 25,, t Pija | " 
5, jBiag t2bi,* Big | 000 | Pijal *t2pi; T Bi, 1| 
wa dl wnd 

R73 ' -ps ; 

(3.2.4) 


用 四 步 Runge-Kutta 法 求解 学 离散 化 方程 (3.2.1) GEHE 
式 如 下 
Ut? = UL, 


(O _ gums A o (0) co | 
U;;- Uii- ey (RS - D; + di) 


Uf) = Ut) - EGRE) - DI + a) 


~ (3.2.5) 
ub) = vf? SERD vO 1 a) 
Ag 
Ui) = uf) - (R) - De) + at 
ntl _ (4) 
Ui; 一 U; J 


这 个 基于 Runge-Kutta 法 的 显 式 非 线性 耗 散 格式 在 时 间 和 空 
间 方 向 均 是 二 阶 精度 的 ( 激 波 附 近 除 外 ) ,其 稳定 性 条 件 为 111Az 
Azs2。 其 中 | | 是 Jacobian RE A.B CO ze PE EP HR AKIE, 


3.3 Beam-Warming 隐 式 耗 散 阁 式 i 
为 简单 起 六 05 VA Euler 方程 的 数值 求解 问题 为 例 说 明之 。 


3.3.1 一 锥 流动 情形 
一 维 非 定常 Euler 方程 为 
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TU SER 0 (3.3.1) 
采用 Crank-Nicolson 格式 对 于 面 方程 进 行 离散 可 得 
U; = Uy - i S GE. - Ef) + EPP O EYD 
ik 3 RT AE ER 
Uit. UP e 1% 二 [= 
1 A n a 
- DEL - E?) 
由 于 E= ECU), Taylor 展开 式 得 
ES = Er + eral (Ds! — ur) + O(Az2) 
并 引进 符号 
avus = uy! U? (3.3.2) 
于 是 有 
ours I BE Cars sunt » AP UTD = 
-E m. - Ep) (3.3.3) 


格式 (3.3.3) 存 在 如 下 二 个 不 足 之 处 。 
CD 对 于 方程 (3.3.1) 的 线性 模型 方程 


= taz =Ü, a = const 


可 以 证 明 , 该 格式 是 中 性 稳定 的 , 即 其 误差 放大 因子 |G|=1。 

(2) 数值 试验 表明 , 若 流 场 无 激 波 , 则 定常 数值 解 出 现 奇偶 失 
联 波 动 。 

(3) 数值 试验 表明 ,车 流 场 有 激 波 , 则 在 激 波 附近 数值 解 会 出 
现 非 物 理 的 虚假 波动 。 

JG SE IB BG , HC SEG BRA. A T tA E E A w 
TRE RRM FW CIS 

(1) 在 差分 方程 (3.3.3) 的 右 问 附加 如 下 四 阶 耗 殴 项 
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- 6 CU, 4U + 6U; - AUT, + U? ;) 
目的 在 于 以免 定常 数值 解 中 出 现 奇偶 失 联 波动 并 增强 格式 稳定 
性 。 这 样 , 式 (3.3.3) 变 为 


At M" TC "t At n " n 
— EVE 40077] + BU; l+ aAZA a9 Uf = R; 
(3.3.4) 
式 中 
n At aH pn 
R; = aag Ei Eja) 


eU (UL, - 40%, + 6U? —4UT + Ufa) (3.3.5) 
{2) 式 (3.3.4) 是 一 个 三 对 角 块 矩阵 方程 ,一般 用 块 追赶 法 求 
解 。 为 了 保证 矩阵 追赶 过 程 中 的 稳定 性 ,在 式 (3.3.4) 左 端 附加 如 
FEET 
- ei Ut - 28U7*! + sunt) 
这 样 , 式 (3.3.4) 变 为 
ÀJBUS*] + BIGUT + C#8U; a, = Rr (3.3,6) 
(j =2,3,=-,J - D 


式 中 
人 
B? = (1 +2e)T (3.3.7) 
C 一 = ju i ed 
BEAM RG = 1) 处 规定 如 下 边界 条 件 
U, 一 (BAD 
则 有 
SLF = 0 (3.3.8) 
车 在 右边 界 (j = 了 7) 处 规定 如 下 边界 条 件 
aU 
= Ü 
ag 


则 有 


TIF 


BUT = 0Uj" (3.3.9) 
将 式 (3.3.6), 式 (3.3.8) 利 式 (3.3.9) 合 在 ~- 起 ,将 有 
I 0 0 0 1530 pfo 
Àj Bi € j9Ui | RB 
m n tan i atl 4 
Ay By ês aG8U$ |. RS G3.3.10) 
0 Àp Bj Cy, |9UTI| | Rf. 
_ ga LeU”! -0 | 


Hio 赶 法 求解 这 个 三 对 角 块 矩阵 方程 , 即 可 求 出 autt! 
(j-1.,2,*7,41 - 1,J« 

下 面 来 讨论 待定 参数 of? Ale, 的 选择 。 

Beam-Warming 采 几 数值 实验 的 方法 米 选择 ÜU 和 8。 很 多 
文献 建议 sf =0.1,si=0.1 一 0.6。 

再 介绍 另 一 种 选择 It) de 的 方法 。 先 讨论 eU 的 选取 。 
— ef? 是 附加 的 人 工 四 阶 耗 散 项 的 系数 ,在 对 应 的 线性 标量 模型 
方程 的 情况 下 ,区 求解 如 下 方程 


94 E du — [43 Ar at H 4 
of dr ^75 AI EFE (3.3.11) 
若 采 用 时 间 分 型 法 求解 上 方程 , 则 相当 于 依次 求解 以 下 两 个 方程 
Au A Iu 
at E, At ERE (3.3.12) 
du du 
2a: 5*3. 72 (3.3.13) 


现在 来 研究 方 积 (3,3,12)。 由 Taylor 展开 得 
; . a n 
uc E u? + aE) +o = uy 一 eas (T4) + + = 
i 


3 4 
at 2z l; 
r a ú 
(1 UA 4 3 z)«] + `" 二 
= d 
[i -Pae ia 1 eV Ag? a Hief + 
vee Ax? | 9? 


此 可 得 
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让 此 可 得 
ul 二 [(1 + fe Ax? Fi) | 
t i 
3 n 
ntl _ EX 2 7 
. [t vee Ax Ta | 
Hp 
ah = ut) Cut, uft wha) — (3.3.14) 
wl = a BG Quk+ ks) — (3.3.15) 
式 中 


K=2./ st (3.3.16) 


EsR(.1.17MB EE EE, 535 (3.3.14) FL (3.3.15) CER E 4 


A 34 F — FI I— T EGER. HPÓH3.2.4)m Bg £t We 
知 ,K WEA 1/4, 于 是 


a 1 


e 64 (3.3.17) 
FREDA e; 的 选择 问题 。 
Hint 3.5 节 中 的 稳定 性 分 析 知 , 当 e ee) 时 ,格式 将 是 
充 条 件 稳定 的 。 内 此 选择 e; 的 条 件 是 


1 
= 35 (3.3.18) 


/ 


Ej 


3.3.2 二 维 流动 情形 
二 维 非 定常 Euler 方程 是 


aU 2E ər — | 
FP Ix + ay = {) (3.3.19) 
采用 Crank-Nicolson 格式 ,得 


n+l H Atl IgE dg!!! 
uy! = DU" zal IE 
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PE A n+} 
u 


dy dy 
由 此 可 得 
utl "o | Ar [97 _ E") | ac prt) 一 FA] _ 
E U; 1 2 dar dy ij 
n a T) 
A [2 4. E ) + OCA?) 
ox dy j 
或 者 
SU! At 2 i att a n" nl = 
ough (A (gA + s Brev) 
JE” dF" 
AS ET ) FOCAP) 
dx ay m 
亦 可 写成 
Az 2 At d p ad 
Dt 3,4" + B" ju" = 
i 2 3x 2 ay P 
2E” + JE” L 3 
A k j ay ) T O(At ) 


电 近 似 因 式 分 解 可 得 
i 


| 1l 3 n 1 a "| | 
| {1 + At a A 105513; SU p 


2 aF" 
[uL + F ) + OM) (3.3.20) 
ax ay i 


与 一 维 流 动情 况 类 似 , 格 式 (3.3.20) 存 在 如 下 三 个 不 足 之 处 。 

(1) 通过 稳定 性 分 析 可 以 证 明 ,该 格式 的 增长 矩阵 | G;=1。 

(2) 式 (3,3.20) 的 定常 数值 解 在 光滑 区 会 出 现 奇偶 失 联 振 
i5. 

(3) 在 激 波 附近 数值 解 会 出 现 非 物理 的 虚假 波动 。 

下 面 仪 研究 无 激 波 访 动 情况 。 与 一 维 流动 情形 一 样 ,为 了 训 
服 上 述 前 两 个 缺点 ,将 式 (3.3.20) 作 如 下 收 改 


| l7. 22.9. 
ite 25: aa s A= PEE 
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| I + l At d B" £ Ay? ve Jav" | 
i 2 : = 
2 ay ay’, E 
| JE” aF ay Ax! Ut | 
At az | ay} 5* Mt 344 


c Ay atu" at Si | == n ] 
ETE = RS (3.3.21) 


上 式 可 写成 
1 


32 
| + At SA" -Ax a T 


ij 


if 


2 
BRT Ea 28 
Ay SU + rouyi + ESD = R? | 


1 2 "o 239 ntl 
I" At 2 8 @,Ay 25 jou 


E 


i-l. 


ALSU, + Bus 十 ČUTA, = 8U;! | 


J 


式 中 
i _ Âf an f 
4Ax ils 


B; = (1 +2:,)I 


TJ At n 
€i = 去 一 Ba 7 Ed 


ed 


9 AA x 

22 — _ At n" E 
A; = 4Ay idi ed 
BY = (14+ 26,)1 

an Ag "n 
C; = JA ye at — ef 


A(3.3.22) 8 & WAEA EE BG AEE 


3.3.3 三 锥 流动 情形 
三 维 非 定常 Euler 方程 是 
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aU 32E AF 2G 
DH + ar + dy * x 
与 二 维 流 动情 形 一 样 , 若 采用 Crank-Nicolson 格式 ,并 作 近 似 
因 式 分 解 ,可 得 


= Ü (3.3.23) 


3 a 2 dy 
(1 ñ 学 好 co - R" (3.3.24) 
式 中 
woa. a] Gaas 


此 格式 存在 如 下 三 个 不 足 之 处 。 
(D 该 格 式 是 无 条 件 不 稳定 的 。 现 说 明 如 下 。 今 研究 相应 的 
线性 方程 
9u du pte, 0 (3.3.26) 


式 中 ,sr 均 为 常数 。 
采用 Crank-Nicolson 格式 ,并 作 近 局 因 式 分 解 ,得 
I 26 Í) ESO Sta e], = 
(a du” Ju” . ay" 


ar ay * 673. NT 


1 209500 1 gt 2 
4 ab At FEN 十 4 0cAt 3y3g t 


1 rit a? Jour" | 


ya 


2 3 
+ — 
4 act JJ B abc At agdyde 


+b 


Arfa FE ay 3g 


HEREKE Se R rh D 35 Be. BD ARTS EUH BO 25 ER o 


Ju" du^ Jd" 
gk 
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然后 应 用 Von Neumann 稳定 性 分 析 方 法 ， 可 得 该 格式 的 误差 放大 


因子 G= a 雄一 的 如 下 式 子 
m 
1 ? l | 2 
, L- Guy o oa) | "alte, 9.) 4 60,0. ] 
lG = T 2 1 1 E 
doque t aya, bon.) | um | (o, ayta) = yous. | 
(3.3.27) 
式 中 


= az : +] w- 
9. = Ax sin( 9 Ax) 


d, — Pin nAy) 


f, = SAE sin(LAz) 


4? 


f(a, +a, + o,+ Tagg? E 


(a, +9, t a, bassa! — (a, + o, o aug, 

3$ o.,0,,0. 分 别 大 于 零 ,或 ooa 分 别 小 于 零 时 都 有 >0, 于 
是 由 式 (3.3,27) 知 ,在 这 两 种 情况 下 均 有 |G1>1。 另 一 方面 ,无 
1 At, Ax, Ay Az 怎样 选取 ,上 述 随 种 情况 总 是 一 定 会 出 现 的 。 
从 而 证 明了 格式 1(3.3.24),(3.3.25)| 是 尤 条 件 不 稳定 的 。 

(2) 它 不 能 抑制 光滑 区 定常 数值 解 的 奇偶 失 联 振荡 。 

(3) 它 不 能 抑制 激 波 附近 数值 解 的 非 物理 进 假 波动 。 

下 面 仅 针 对 无 激 波 流动 情况 来 改进 上 述 格式 。 为 了 克服 无 条 
件 不 稳定 这 个 严重 缺点 ,以 及 抑制 光 请 区 定常 数值 解 的 奇偶 失 联 
Pe ,将 格式 1(3.3.24),(3.3.25)! 修 改 为 


| 1 „2 n 1 7 2 # 
IDEST A - er 3. sollte poet — g; À y sa)” 
(1 4 lw T o Ax? 2e] - = R5 (3.3.28) 


ijk 


式 中 
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a JE" oF 36"Y | 
Ri, = AS Jy + às » 
n" 4 4 
ei An! GL cay Sa zU) 
dz 


(3.3.29) 

J8 LX H Bree T S 3k p UR py EO rb oD 25 Ri PE PR up E 
—12b 4L zr EO fü uE y a RR HIP ET TCR f o 

大 量 数值 试验 的 经 验 表 明 ,s RR e CO 作 和 如 下 选择 是 合适 的 : 
s= 0.1, =1—6. 

这 就 是 Beam-Warming 隐 式 耗 散 格式 , 它 不 后 备 苑 制 激 波 附 
近 数 值 解 的 非 物理 虚假 波动 的 能 力 。 


3.4 Jameson 隐 式 耗 散 格式 


为 了 能 抢 制 激 波 附近 数值 解 的 虚假 波动 ,Jameson5 疏 进 了 
Beam- Warming Fast PERL. 

对 十 二 维和 三 维 流动 问题 ,其 算式 仍 分 别 为 式 (3.3.21) 和 式 
(3.3.28) ,但 在 R” 的 表达 式 中 分 别 都 增加 了 相应 的 二 阶 耗 散 项 ， 
以 便 抑 制 敞 波 附近 数值 解 的 波动 。 

在 二 维 流动 情况 


R} = A 
32 r" J3? n 
(«Pas U + eO Ay? pa _ 
da y i 


PAE Si gt ue 
(4) 4 (Pa AT SM 
(es Ax ag! 569 Ay Dy! 


JE” gr 
da t 3y J M 


(3.4.1) 
在 三 维 流动 情况 


Riz = 77 A 


2E" aF" A] " 
og ay ^ dz jj 


a" ,2U" FU" 
(Qia 2 (24.2 (427 U _ 
— tE À tek Ax 
( ei Ax J r? cj Y ay? ek y? jt 

4 $ pm 
| GA aU 4 UA so" | asm) 

ai 3 4 # Dd 
x ~ ith 


i2 2. (2) . 
e? = Kabi e = Ky; eG Kit; 


4) 23 
E = maxit, (Ka ~ et]; e£ max!0, (Ka — €); 


H 


e) = max ÍD, (K, - e2)21; 

9 = Pi Z 2Pyx t 让 -1 

f Dag. + Èg + BK A 
g = | tL Ž pyk t Pijak, 
N Pgri + 2 Pax + Pig. 
8. = een 一 人 PK t Paiga 
KOT 


Pijal T 2pyx T Pij K-i! ° 
大 量 数 值 试验 的 经 验 表明 ,KK;= T K. = 128 是 合适 的 ,而 e, 
一 般 选 得 比较 大 ,例如 LO 倍 的 Kz 


3.5 混合 反 扩 散 格式 


为 简单 起 见 ,在 这 一 节 中 ,仍然 以 Euler 方程 的 数值 求解 为 例 
赔 明之。 此 时 ,支配 方程 为 


JU 3E aF 2G 
EP *3x tay t 3s = Ü (3.5.1) 


3.5.1 时 间 分 裂 法 
可 以 证 明 ,求解 方程 (3.5.1) ,可 采用 时 间 分 型 法 按 如 下 方式 
进行 
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TIN 1 1 1 | i. " 
pe Lc ju [Za E (aed, [3A METU 
(3.5.2) 
XU L, LoL: 分 别 是 方程 
IU JE — 
3: tay = Ü (3.5.3) 
aU aF 
ar *3, 7 0 (3.5.4) 
2U 3aG _ 
3p + d; ^O (3.5.5) 


的 差分 算 子 。 关 键 问 题 是 用 什么 耗 散 格式 来 求解 这 三 个 方程 。 因 
为 这 三 个 谨 程 在 性 质 上 是 相册 的 ,所 以 下 面 只 需 研 究 其 中 一 个 方 
程 ,例如 方程 (3.5.3)? 的 求解 就 可 以 了 o 

可 以 证 晨 , 车 上 述 三 个 方程 中 的 每 一 个 方程 部 采用 Crank- 
Nicolson 辐 式 离散 , 则 五 步 格式 (3.5.2) 是 中 性 稳定 的 , 即 其 放大 
矩阵 的 范 数 ;1G|= 1。 它 既 不 能 抑制 光滑 区 数值 解 的 奇 销 失 联 振 
$5 ,也 不 具备 抑制 激 波 附近 数值 解 波动 的 能 力 。 


3.5.2 混合 反 扩 散 方法 

为 了 能 够 光滑 地 捕捉 激 波 ,很 自然 的 想法 是 可 以 采用 一 阶 迎 
风格 式 来 求解 方程 (3:5.3)。 为 此 将 方程 (3.5.3) 中 的 通 量 下 进行 
分 发 

—-EVE 
式 中 
E = AU;E*= A’ U;E = A U; 
A = T'AT;A'—- T'A’T;A = T''A T, 
其 中 A 9E/2U RE E BJ Jacobian 矩阵 ;A E A OEM BAR EE; 
T ' A RARER BES E TAT np d ib 4 MAH 
AE (al B E, A, AD Ag, Ag, As 是 矩阵 A 的 五 个 特征 值 0] 
A = diaglA;.Az,Aa,A5,A5) 

X Steger-Warming 的 分 裂 方法 , 则 有 
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+a fart tail À> + lar! 
A = diag | 2 N 2 . 
Ag 十 EH Ag + [Asi As + iAs J 
2 , 2 ` 2 
A ZEE Ag Zla. 


As — [A81 àg- idal As— LUE 
2 , 2 ” 2 
于 是 可 将 方程 (3.5.3) 改 写 为 


aU aE" 2E 0 
df ax ax | 


时 间 方 向 采用 梯形 公式 离散 ,空间 方向 则 根据 信号 传播 的 特征 进 
行 离散 ,可 得 


n+l E 
uta D' 


At V EF" WV EUG AE;" AE," 
zi Ar M Ar PE. Ax ! 
WIB ARROW MED MV OR EDS IE. LATNA 
改 与 为 


"m à 1 ics . V E) | c Vx ET) | 
Up = UP Ate a Pa 
n -mn -n*l -n-*l i 
(55^ YE) (= YE” ) + 
Ar Ar Ar Ar 
- lo V ET = V ET 
4 |\ Ax Ax Ax Ar | 
E x T 一 下 十 1 nl 
PN V E, Nu y E, )|= 
4 Ar Ar Ax 
DU" 一 AL Cm —-E ( al Ft j 
了 4Ar i i) 十 E 一 2391 十 
At tu +? +n 
了 U; — 2À; U; + AS ui) + 


A U'- 24}"™ 0! + EP — 


dA CAS a — 2A; "U; + AU} 1) + 


J27 


- -n+ al -m+1 +1 Yi ph 
CART Ut — 2A, apri 十 Ay Ui =" 


U — Ea Ba) + (EN - DE + 

A Oa ~ 20 + Ua) + (UR -207 + UDI - 
Ag -ai : i 1 +1 wed peal 1 
gaya i (Uha -2U + UL 0 + (UH - 207" + UF) 


BE. Es S 
ntl _ n At { " n "n+l _ gen td t+ 
us" = U? tay (Era - Er.) + CENT) Et) 


1 y" n n n+ n H 
4 QO - 2Uj 十 U) + (Ui 一 2U7 ! 十 Utt): 


(3.5.6) 
RP Q-2 a", lA" =A" A^". 

由 些 可知 ,上 上 述 一 阶 迎 风格 式 相当 于 在 二 阶 的 Crank-Nicolson 
格式 上 附加 了 一 个 二 阶 耗 散 项 。 

一 阶 迎 风格 式 (3.5.6) 可 以 用 来 光滑 地 捕捉 激 波 PS Vb fe a 
附近 使 用 它 是 合适 的 。 但 在 激流 以 外 的 区 域 中 ,希望 能 采用 二 阶 
精度 的 格式 ,因此 格式 (3.5.6) 的 精度 就 嫌 不 够 了 。 为 此 采用 如 下 
混合 格式 

ur) = [i g) La + 81,]u"1; (3.5.7) 
RH Li M L, 分 别 是 方程 (3.5.3) 的 一 阶 和 二 阶 差分 算 子 ;9 是 
开关 汉 数 ,在 灌流 处 0 = 1 而 在 激 波 以 外 的 区 域 中 8 = 0。 这 样 
的 混合 格式 (3,5.7) 在 激 波 处 是 一 阶 精 度 的 ,而 在 激 波 以 外 的 区 域 
rp pu L8 — o Je HE 

以 下 的 表示 臣 可 近似 地 满足 上 面 关 于 开关 前 数 的 蓝 求 


TARE SUP ASA 三 
A VA VEAL IR ATI Io AC se at H x Fue f a = FLS = [B| — Ef 
HE. 
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4 |a - 2p] + pr i 
^T | pry + 20: + ply 

— [r3 RVR. OUAKELESRT Lio Æ FAAA 
是 如 何 确定 二 阶 差分 算 子 Li. WL ,采用 反 扩 散 方 法 来 确定 L,. 
其 某 本 思想 如 下 :为 了 得 到 二 阶 格式 ,希望 将 上 述 一 阶 迎 风格 式 
(3.5.6) 中 的 二 阶 格式 犁 性 项 反 掉 并 同时 产生 具有 货 系 数 的 四 阶 
耗 散 项 ,以 便 能 够 捉 制 光滑 区 中 数值 解 的 奇偶 失 联 振 萝 。 

经 研究 发 现 ,只 要 在 式 (3.5.6) 中 减 去 如 下 二 阶 耗 散 项 


(Un 2 UF + Uja) 


(3.5.8) 


了 


式 中 


FI K 
U =(1- KU + SQ + UF 4) = 


v «Eu, -2Up- UD 0<K < 1 
即 可 达到 上 述 目的 。 事 实 上 ,这样 得 到 的 差分 格式 是 


n Ag = AH n n+ 
Ut = U - Gag (Ea 一 Er) + (E3 — EUIS 


J 
8 (tu, -2U; + UL) + CU - 2U7 + uty - 
Sur, -2U + Uri) 一 


LKQUUL-4UnI*6U? - AU, + Uj) (3.5.9) 
因为 
(Uha 2U? + +) 
2 Upi - 2U? + U1) + OCA? At) 
故 格式 (3.5.9) 的 精度 是 二 阶 , 因 为 它 与 二 阶 Crank-Nicolson 格式 
之 差 是 三 阶 小 量 和 四 阶 小 量 。 并 且 格 式 (3.5.9) 具 有 负 系 数 的 四 
Sr FE SCR 
将 式 (3.5.9) 表 示 成 Us 1= L, UP ,就 是 我 们 所 需要 的 二 阶 差 
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SAF Lio 
将 式 (3.5.6) 和 式 (3.5.9) 代 人 式 (3.5.7) 得 


Ur sur - Sei Cet, - ED + CEN - EYI) + 
Qvi ~ 28U7'! + GUT) + 
EAR -2Uj + UL) — 
TKQ - 8,) (Uz - AUT, + 60] - 4UJ + UF 2) 
由 于 


E"! = E" + A"SUp"*! 4 Ol Az?) 
因此 在 保持 精度 不 变 的 条 件 下 ,上 式 可 改 为 


SU + TA AB. UH - A? 8U] — 
lou -28U! + oU = 

— N 1 " n n 
~ oA: E 7 Eja) 十 5 Q6 CUL, -2U; + U; 1 ) 一 
1 A + Ó" Au 
4KQU - 06) (UP - 4U + 6 UF = AUT, + Ul) 
¿= +Q, e2 = le, «e = Lau - 4) 

则 可 将 上 式 写成 

au? + AEC at out} = AP SUTTD - 
s, (GUT - 2007! + auyt}) = 

Al ¢ pn ey + eP n 2 
abre! rey Eja + €, (Ui -2UP + U; DES 
c2 (U, - AU, + 6UT — AUT. + UT) 


(3.5.10) 
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值得 指出 的 是 , 式 (3.5.10) 是 Beam-Warming KA FE 8t f XX 
Jameson 隐 式 耗 散 格式 和 泥 合 反 扩散 格式 的 统一 表示 式 。 区 浏 仪 
在 于 系数 eet” Meth 的 确定 方法 。 对 于 Beam-Warming AE 
BOR SCIRE eU — 0, e; Me 都 是 人 为 选取 的 自由 参数 ,是 根 
据 数值 试验 的 经 验 选 定 的 。 对 于 Jameson 隐 式 耗 散 格式 和 混合 反 
扩散 格式 布吉 ,est el 都 是 确定 的 参数 ,但 确定 的 方法 是 不 
同 的 ,对 比如 表 5-1 Bro. 

X 5-1 Jameson I& X, 3E Ht d RA 
BERD BORA p e x š 

Jameson Ë z FË BUR =Ü: rp Ae Be mokv Bite SH I RE 

QU -lo 


c= LKQ(1- 0) = 


应 该 指出 ,根据 下 面 将 进行 的 稳定 性 分 析 ,混合 反 扩散 格式 系 
数 中 出 现 的 K 被 确定 为 二 。 


上 述 混合 反 扩散 格式 基 张 涵 信 于 1982 年 提出 的 中 , 它 是 会 确 
定 参 数 的 中 心 型 的 非 线性 邦 散 格式 ,已 成 功 地 应 用 于 大 量 的 实际 
流动 问题 。 


3.5.3 稳定 性 分 析 
现在 来 分 析 格 式 (3.5.10) 的 稳定 性 。 为 此 研究 线 化 模型 方程 


LIT a. =0 的 相应 格式 。 将 式 (3.5.10) 中 的 向 量 U 换 成 标量 
u ,并 将 矩阵 A 换 成 常数 a 而 得 到 
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s ril 2 nil _ atly _ 
Buhl + nip um du^) 


l E| +l 

e (Qata 一 28 | dul) ) = 

T H E EHI n 一 | m ) - 

-53 人 Hj. 

[Ag on " "P x 4 

er (ua -áupn t 6ur Aura ulpa) (3.5.11) 

0.894 

AT a Ag? 


bv FA Fourier 分 析 方 法 研究 格式 (13.5,.11) 的 稳定 性 ,可 得 


GG - i)! -2e;(cosa — 1) + i sina = 


2e? (cosa — 1) — def (cosa — 1)? - iosina 


式 中 
G = un lur, « = KAr. 
整理 后 得 
] + 22!) — #,) (cosa — 1) 一 4e (cosa 一 1 一 Ssina 
G = . ae . —. £ 
1- Z2elosa- 1) + š $ sina 
于 是 有 
2 
; [14+2¢;(1—-cosa )-2¢” (] ocsa ) - 4e? (1- cosa? P+ Tain a 
iG] 一 一 . -m -— - j .. A. - 
[1 + 22; (1- cosa) ]? + d sina 
(3.5.12) 
gutü Pe 
DU e 
过 三 1 - 2 QU : casa} (3.5.13) 


Ju] 33.5.12) 8E IR 
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2 
[1 + 2&,(1 — cosa )d J' + Tsina 
GIP? = — 一 一 - (3.5.14) 


[1 + 2e,(1 - cosa) ]? + RE 


他 
A =[1 + 2e,(1 — cosa) ]* — [1 + 2e,€1 一 cosa) dj? = 
4e; (1 — cosa) (J — d) + 4e;01 一 cosa (41. - d?) 


显然 , 若 1ad | 所 1;, 则 ASO, AM GIS ,格式 将 是 无 条 件 稳 让 的 。 
H:K(3.5.13) R |d41=<1 可 得 


no gu! 
0x J +2 (l - cosa) Sç 2 (3.5.15) 
c ci 
FA 8; 0,60? 0,66? >0,0=<1- cosa x2 , BOS 7 +2 - x 
(1 = cosa ) 是 自 动 满足 的 。 显然 , 若 
«olg + 2e!” (3.5.16) 


则 不 等 式 (3.5.15) 将 得 到 满足 ,格式 (3.5.10) 将 是 无 条 件 稳定 的 。 
据 此 可 分 别 得 出 如 下 结论 。 

(1) 对 Jameson 隐 式 耗 散 格 式 而 言 ,为 了 使 格式 是 无 条 件 稳 
定 的 ,应 根据 不 等 式 (3.5.16) 来 确定 si。 

(2) 对 于 Beam-Warming BARRE AMA, <2 - 0, 由 式 
(3.5.16) 知 , 欲 使 阁 式 无 条 件 稳定 ,必须 选择 ce, 


(3) 对 于 混合 反 扩 散 格 式 而 言 , 将 6 = g 2 = Q, 


ef =} KQ(1- 9 代入 式 (3.5.16) 可 得 


1、1，1 
pee + KU - 0 


即 
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1 1 ,. 
> KO 0)< (a0 - 0) 


PI OSIS (1 - 0)>0, 于 是 可 得 


K< 


为 了 使 混合 反 扩散 格式 是 无 条 件 稳定 的 ,确定 天 = L. 


第 4 章 无 波动 的 不 含 自由 参数 
的 差分 格式 


关于 无 波动 的 不 售 自 由 参数 的 差分 格式 ,文献 中 已 经 提出 了 了 
多 种 ,例如 Harten BJ TVD f& X ,Osher-Chakravarthy 的 TVD 格式 
以 及 Van Leer 的 MUSCL 格式 等 。 这 些 格式 的 提出 ,人 须 具 有 诬 厚 
的 计算 数学 基础 。 本 音 将 以 第 2 章 美 于 差 分 计算 产 千 开 物 理 波动 
的 力学 分 析 为 基础 ,建立 无 波动 的 不 含 日 由 参数 的 着 分 格式 一 
NND 格式 。 还 将 进一步 阔 明 ,利用 这 种 建立 差分 格式 的 方法 ,上 
面 列举 的 TVD 格式 和 MUSCL 格式 , 均 可 被 导出 。 


4.1 建立 无 波动 差分 格式 的 理论 基础 


在 第 2 章 2.12 入 中 研究 了 激 波 上 .下游 差分 解 的 波动 问题 。 线 
化 解析 分 析 的 结果 表 曲 ,激流 上 .下游 差 分 解 的 波动 与 共 分 格式 的 修 
正方 程式 中 某 些 截断 误差 项 的 系数 有 密切 关系 ,并 得 到 如 下 结论 

(1) 对 于 一 阶 差分 格式 而 训 , 止 的 v; 有 抑制 激 波 附近 差分 解 
波动 的 作用 。 

(2) 对 于 二 阶 差 分 格式 而 站, 如果 在 激流 上 ,下 游 20,8 
va 竺 高 阶 项 较 小 , 则 差分 格式 给 出 的 激 波 解 在 上 游 是 光滑 的 ,但 
下 游 出 现 波 动 解 ; 皮 之 如 果 在 激 波 上 .下 游 a <D, A v4 等 高 阶 项 
较 小 , 则 将 分 属 式 给 出 的 激 波 解 在 下 游 是 光 请 的 ,但 上 游 出 现 波动 
AB SOR Te Be LEF y3>0, 而 让 下 游 vico, Bl d: 4 8 SX h 
波 解 存 上 F EAB YG AI o 

由 于 下 述 结论 是 在 线 化 解析 分 析 的 基础 上 得 到 的 ,出 实际 流 
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3J) ir] i k HE £X PER, BEER RAG IB TE {FE 28 F CE [B] EL rH Je 48 ER 
成 立 是 必需 加 以 考核 的 。 为 此 在 第 2 章 2.12 和 中 ,对 一 维 激 波 流 
动 进行 了 数值 实验 . 它 完全 地 证 实 了 上 述 第 (2) 点 咎 论 的 正确 性 。 
这 正 是 上 下面 将 进行 的 构造 空间 二 阶 精 度 的 无 波动 .无 自 山 参 娄 的 
耗 散 差 分 格式 (CNND 格式 ) 的 理论 依据 和 出 发 点 。 

上 述 数 值 模拟 结果 表明 ,在 全 流 声 vs，>0 时 ,激流 下 游 出 现 波 
动 而 上 游 则 无 闭 动 ;在 全 流 场 <0 时 , 激 波 二 游 出 现 波 动 而 下 游 
MERD MERER EP v3 之 0, 而 在 激 波 下 游 v; 0, D E 
上 下游 均 无 波动 。 山 此 可 知 , 上 述 数 值 模拟 结果 证 实 了 第 2 章 中 
定性 分 析 有 所 给 出 的 结论 是 完全 正确 的 。 

下 面 ,将 根据 上 述 结 论 来 构造 无 波动 的 差分 格式 。 


4.2 无 波动 差分 格式 的 建立 


为 简单 起 见 ,首先 研究 如 下 一 个 变量 的 非 线性 方程 


au U) o (4.2.1) 
X fale u 的 一 次 齐 次 函数 M f= au ,上 册子 的 特征 值 为 
_ df 
T du 
将 a AH 
a = a'*a 
式 中 
a'- F(a +h at} 
a - F(a -l al) 
TÉ 


Jf = ausa uta u= ft+ F (4.2.2) 
式 中 


f =a’ u 


(4.2.3) 
f =a" ul 
这 样 ,方程 (4.2,1) 可 被 改写 成 
gu aft əf 
a, + d 十 = = Ü (4.2.4) 


下 面 ,将 着 手 建 立 一 个 空间 二 阶 精度 无 波动 的 半 离 散 化 的 格 
式 。 

首先 由 于 在 定常 情况 激流 的 传播 速度 为 零 ,根据 灶 条 件 ,在 激 
波 上 游 特征 值 应 取 正 ,而 在 激 波 下 游 特征 值 应 取 负 。 

其 次 ,由 第 2 章 中 表 2-7 HL, FH — B m M 2 g OK 38 jH 
Af’ 19z, 则 在 修正 方程 式 右 端 截断 误 郑 中 出 现 具 有 正 系 数 的 三 阶 
导数 项 , 即 v;>0; 而 若 用 二 阶 中 心 差 商 来 亲近 9 jor WI dL 
v3 之 0。 这 就 说 发 我 们 ,如 果 在 激流 夺 游 ,采用 二 阶 迎 风 差 商 来 通 近 
of” 19x, 同时 采用 二 阶 中 心 差 商 来 表 近 3 了 /3z , 则 在 激 波 上 : 游 将 
得 到 正 的 v3。 同样 ,如 果 在 激 波 下 游 ,采用 二 阶 中 心 差 商 米 扯 过 
2f fax ,同时 采用 二 阶 迎 风 差 商 来 通 近 9f 13z, 则 在 激 波 下 游 将 
得 到 负 的 v3。 这 样 就 可 使 得 数值 解 在 激 波 下 .下游 都 不 出 现 波 
动 。 根 据 上 述 分 析 , 规 定 半 离散 化 的 兰 分 格式 如 下 。 

(D EMR 上游 
(2) 2 Mj fii t fii fii fis 

+ 


dt ZAT 2AT 
(2) 在 激 波 下 游 
Ju fi fli 3f; + 4/a - fiu 
(S | u 2A^r 2Ax 


为 使 用 方便 起 见 ,设法 把 激 波 上 游 的 格式 和 激 波 下 游 的 格式 
统一 起 来 。 经 整理 可 得 如 下 式 于 。 
在 激流 上游 


[z] a|. 265 o]: 


[fat gdh. fa): 
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| 
| 


in $7 7 [0 | 


aP DE 


hi (f. + fe; 


fa = f + TU - fa) 


fe = fa quin ~ fi) 


ERR F 
in ale bem] 


Hac TU fi]: [6s $60 fra) |- 


[fp -ios-5] 
可 将 上 式 改 写成 


hjst = (f + fei 
fa = fh + (fla fD 
fort = fac Tio fi) 
如 果 将 它们 写成 一 个 统一 的 式 子 , 将 有 


du 1 
(5; ) = (hj, hj 1) (4.2.5) 
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SOJ- 31 
fa Ji t1, (4.2.7) 
ü IG £D 激 波 下 游 


fj. fD BELU 
JR a 一 Fini 74 l (4.2.8) 
7 Up. fia) ROBT 

Bo- HE, ERLI, Aw, l-uj-an 175 Au; | = 
u; MS. A Au; LARA. MHF AL 1— f f, icai 
Au; P: A f; 1 i = dia 15u;.l , 若 近 似 地 认为 dj- i- ajad n] JE 
论 出 ,在 激 波 上 游 ,A 广 -4 与 ARLAS, E Af SHO. 
类 似 地 可 推论 出 ,在 激 波 下 游 ,A 方 -二 本 和 方 上 同 号 ,而 Af; oY 
绝对 俏 小 。 

若 定 义 如 下 限制 器 

minmod( X, Y) = X, Y 中 绝对 值 小 的 那个 值 , 则 式 (4.2.7) 
可 改写 成 


Hil 


fia = fj + Jminmod(A/].1 AS} 1) (4.2.9) 


根据 完全 相同 的 分 析 , 式 (4.2.8) 可 改写 成 


1 . a . 
fg = fjas 5 minmod(Af;.1 , Af.) (4.2.10) 
jf 


应 当 指 出 ,上 述 半 离 散 化 格式 在 激 波 上游 和 激 波 下 游 邦 分 别 
满足 糖 增 条 件 , 但 在 激 波 曲 线 的 极 值 点 处 , 即 Au; 15 Au ist 
号 ,因而 A/ 1*3 Af/ 18 RE, E Was RE Mü 
苍 采 用 十 述 格式 ,数值 解 将 在 这 特殊 点 附近 出 现 波动 。 为 洲 免 出 
现 波动 ,这 点 附近 应 作 特 殊 人 处 理 。 如 果 我 们 对 minmod 限制 器 重 
新 定义 如 下 
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, [X,Y PÆRER, A XY > 0 
minmod( X, Y) = | 


0, # XY <0 
(4.2.11) 
那么 由 式 (4.2.5), 式 (4.2.6), 式 (4.2.9) 和 式 (4.2.10) 所 确定 的 
半 离 散 化 格式 将 处 处 满足 箭 增 和 茶 件 。 


综 上 所 述 ,我 们 得 到 了 如 下 无 波动 .无 自由 参数 的 半 离 散 化 的 
差分 格式 


9uV 1 - : 
(Sr) re (4.2.12) 
hjst = fud 十 JR (4.2.13) 


fa = ft + Fminmod( Af7,2 Af 1) (4.2.14) 


fet fac J minmod(A/,. ,和 Fa) (4.2.15) 


2 


ix 4-8 3X fp Ze |B| AEL BV f BE E (PH (E. RR BR PRO. M. 
因 其 v, 处 处 为 负 ,在 这 种 意义 上 它 是 耗 散 型 的 格式 。 

我 们 称 这 个 格式 为 无 波动 .无 自由 参数 的 耗 散 格式 ,或 简称 
NND #% XX ( Non - oscillatory, containing No free parameters and 
Dissipative scheme) o 

总 之 ,这 个 半 离 散 化 的 NND 格式 具有 二 阶 空间 精度 , + C GE 
有 效 地 捕捉 激流 ,又 由 于 它 是 二 阶 中 心 烙 式 和 二 和 阶 迎 风格 式 的 结 
合 而 具有 负 系 数 的 四 阶 耗 散 项 ,因此 还 可 抑制 奇偶 失 联 振 葛 。 


4.3 NND 格式 的 总 变 差 


AAAS 3 AI (Total Variation Nonincreasing, 简称 TVNI) 或 总 
变 差 递减 (Total Variation Diminishing, fei TVD) st EAB 
激 波 而 在 20 世纪 80 年 代 提 出 和 发 展 起 来 的 一 类 高 分 辩 率 格式 ， 
并 在 计算 激 波 间断 方面 取得 了 很 好 的 效果 。 
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4.3.1 q 3 BS SE X 
对 一 元 函数 w(x) 的 定义 域 任 给 一 划分 A: U Gron 
u( 工 ) 的 总 变 差 是 对 所 有 划分 | u Czy a) — ux) | 的 上 确 界 , 记 
为 
TV(u(z)) =sup( 2] I ufaj) 7 ur) D) (4.3.1) 
如 果 w(z) 在 整个 实 轴 上 连续 可 微 , 则 n(x) 在 整个 实 轴 上 的 总 变 
25 


Ju 


TV(u(x)) = | ar dx (4.3.2) 


如 果 函 数 是 离散 的 a (= — co, , + o0) MERE LH 


TV(u) = > | H; +1 T H; | (4.3.3) 


4.3.2 TVD HEM 
以 非 线性 双 曲 型 标量 方程 为 例 说 明之 。 
考察 如 下 非 线 性 双 曲 型 标量 方程 


au, flu) = 0 (4.3.4) 
dt dy 


以 及 与 它 相 容 的 差分 格式 
uj = Lar (4.3.5) 


将 差分 格式 (4.3.5) 在 1= c, 时 刻 的 差分 解 au" = 1ur| 看 成 定义 在 
网 格 点 | x;1 上 的 离散 阔 数 ,可 以 定义 它 的 总 变 差 


TV(a") = Bl ufa uy | (4.3.6) 
如 果 差 分 格式 (4.3.5$) 具 有 以 下 人 性 质 
TV(u'*!) sz TV(u") (4.3.7) 


也 就 是 说 ,t+ 1 时 刻 差 分 解 的 总 变 差 不 大 于 c, 时 刻 差分 解 的 总 变 
差 ,那么 就 称 此 差分 格式 为 TVD 格式 。 
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4.3.3 研究 TYVD 格式 的 物理 背景 
现在 米 这 论 非 线 性 双 曲 型 标量 方程 (4.3.4) 的 解 的 总 变 差 随 
时 间 而 变化 的 情况 。 该 方程 的 解 沿 特征 线 


是 常 值 ,因为 此 时 


du du + Jy dz Ju Ju 


dt T az tax dt 2: tfar) 


RP atu) = E, BA c, BL, DARTER NRAN 
见 图 4-1)。 在 t, 时 刻 有 任意 划分 ,可 在 +1 时 刻 找到 相应 的 划 
分 ,使 得 w(t sisal) = ulna) ,反之 亦 然 。 由 此 可 知 ,在 特征 


线 相交 之 前 ,方程 (4.3.4) 的 解 对 于 x 的 总 变 差 不 随 时 间 而 改变 。 


图 4-1 特征 线 相 交 前 之 总 变 莽 


SR ER p.B,. 和 CIC, LUE tn. IL ZI SE CS LER 
4-2) ,此 时 c, OB, EAMES 上 AB, 点 左 方 的 
总 变 差 相 等 ,z, 71 时刻 C41 点 右 方 的 总 变 差 和 时刻 CC 点 右 方 

| #(C, a) - u(B,ai- l| u C) ef BI 
> | akarj) = ulr) | 


Tagar 
v 


Tu 


由 此 可 知 ,在 特征 线 相交 ( 即 出 现 激 波 时 ) ,方程 (4.3.4) 的 角 
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> 


图 4-2 PEMER BS A AY RE E 


B6 e (n MERE H eae I. JP HB RW ee HJ Mi, BÉ 
时 间 增 长 ,方程 64.3,4) 的 解 中 不 可 能 产生 新 的 局 部 极 值 点 , 且 解 
的 局 部 最 小 值 在 时 间 推 移 过 程 中 不 会 减 小 ,而 局 部 最 大 值 也 不 会 
增 大 。 国 此 ,如 果 在 初始 时 刻 解 是 单调 的 ,在 以 后 的 时 刻 将 始终 保 
持 这 种 单调 性 。 

£x T BYE AI , 非 线性 双 曲 型 标量 方程 (4.3.4)? 的 初 值 问题 的 解 
RA TVD 特性 。 

一 般 说 米 ,要 求 差分 解 其 有 更 多 一 些 的 相应 的 微分 方程 解 的 
VE RR ,是 设计 差分 格式 时 应 该 加 以 考虑 的 一 个 重要 因 案 。 因 而 要 
求 与 非 线性 双 曲 型 标量 方程 相 容 的 差分 格式 的 差分 解 具 有 TVD 
性 质 是 完全 合理 的 。 


4.3.4 NND 格式 的 总 变 差 
由 式 (4.2.12) 一 (4.2.15) 可 得 


day 0 l + + _ 1 , . 
( ) = Aah fija) Ag fie fi) 


Jt jj 


1 ， " " 
54 Tinmod(Af;,1 Af, 1) + 


gi minmod(A f. 1 Af j au) 十 


1 . . - 
zap Ininmod(A f;, 1 N Afj.an) 一 


ji minmod(A/7 lQAfI ) 
根据 minmod HEX, A 


minmod(Afj.1,Af/_1) =k Aff 1 


式 中 0= x] 
minmod(A f; 1 Me ve) = Af; 3 
minmod(A f, 1 , "E = kA ffir! 
式 中 0x k, =< 1 
minmod( Af; 1 SAU) = k Afl 
式 中 O<k, <1 
APE TTR AK (4.3.8) 88 
gu N 1 
(5: } ~ zA- Arih + 
Hlk RA + (by -RDAS 
2Ar 732  CUUM I$ 2AT ROAf A 
1 了 1 ñ 
Ag il F(R2 &) [Af] 1- 
1 1 . 
fi 5 s ka) JAG - 
Aft 
1 1 73 
ree 2 Ck2 k) (aaa) “A 
Af; 


“> 


tw 
+ 
t= 
lI 
| 
P] 
3 
= 
| 
T 
bod 
de 
v 
Le 
—mvn 
1 
tafe .| 一 


— 
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则 上 和 式 可 写成 
a 
(5: = EE 十 Blu (4.3.9) 
j-i Afjl 1 (kack) 1 1 
373 2 | 2 Ve = 
H TÍ >an) SO 25 3 Sg 7S 
(kan kad 1 1 1 — p 
u Sg ld Ue AVIS ZF <[1- Fs e] 
3 ma 
MA 
aj. l > 0 
B. 20 
4.3.5. NND 格式 的 差分 解 的 总 变 差 随时 间 的 变化 
(TV) = >° l Hi+| 一 Hy | = $5 S aaa u uj) 
(4.3.10) 
式 中 


、 Ir H Aa qu; = 0 
San =] ale 
- 1, Again < Ü 
根据 前 面 的 讨论 知 , Si ,ip 是 不 随时 间 而 改变 的 , 故 有 


ge l US (58). - GE 


Het (4.3.9 MCA Est ,可 得 
Fd TV - 
' st | 一 Z Sal- a4 iau gan * Baap usan + 
i 
a, imu 1/2 一 Britu] = 


ma " . 
> [> Siri ELSE Sj I 1:2 i+ ua 十 
; 


5, d Bite 十 3) 292; «ya lus = 


oen 
= > | s， 1/2 0514/2 l- S 


i 
Sj- i) ) 
i 1 一 Au = 
S,r2B na Sum; j+1l2 一 
一 DiSinndwr = = 


- Dv | Auja 1 (4.3.11) 
j 


AIF 


3543/2 S, in 
. = a. 1 一 aun). . 1- — m 
Titli? snl NP Biin Sin 


Sizaz\ (Si iz n | 
pos (S25) (S5 ep 13 - LB aj yO. Brin >0 
BH yon ES B2C(4.3.11) 81, | <0. 这样 ,就 


证 明了 半 离 散 化 的 NND 格 式 是 TVD 格式。 


n 


4.4 NND 格式 的 稳定 性 分 析 


由 上 一 小 节 的 分 析 知 , 半 离 散 化 的 NND 格式 可 写成 
(5. ) = la JAF? L- +a - B)Afa) (4.4.1) 


Ag 
È |e «I2, «12. 


首先 来 分 析 a 20,0 = 0 MRP. (SY) HI Irae ns 
式 计算 , 则 式 (4.4.1) 可 写成 


At ~ 
wit up-RL-a)a! (uf up) 


应 用 Fourier 分 析 方 法 可 得 放大 因子 为 
G =1-a' (1-2) At cos( b, Ax) + isin(k, Ax)] = 


E - a (1- a) ACCU - cos, Ax)) |- 
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[at (1 a) A sing ks A) li 
于 是 
IGI? =1 24* O7 a) SEU ~ cos( E, A) + 
X 
oy 2 
la (l-a) Sa 一 cos( ky A) ) | + 
- 2 
LN (l-a? A sin, Az) | = 
l- 2at (1 -a) Ad 一 cos(hk,, Ax) + 
- 2 
2[a* (l-a) 站 (1 — cos(£, Ax?) = 
i — 2e(1- w)(1- cosik a ^x?) 
AF 


u= a` (1 =a) A 
由 于 0&2 (1 - cos &,, Ax >)<4, Bl Sk f O<1G|<1,H 
充分 条 件 为 


0c o0 - 0) <4 
由 此 可 得 
Ü = o = 1 
于 是 有 
arête 
= 1-2 


E: 
E 
ain 
iB 
di 
nt 
= 
>ë 


xaTa -l«a«l 


Ag = 3 (4.4.2) 
HJE, ,如果 at = 0, O, ER Gt TE 28 OA 

la | Aš 2 

CA. S 3 (4.4.3) 
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£x E Bre J — Er B SE ula 的 NND 格式 的 稳定 


HEAR AE 


la | dé < 2 (4.4.4) 
Agr 3 


4.5 NND 格式 的 其 它 表 示 形 式 


在 这 - -小 节 中 ,仍然 以 方程 (4.2.1) 为 研究 对 象 。 
由 半 高 散 化 的 NND 3X (4.2.12) —- (4.2.15) T 48 


PE 1.2 n I | 
(3; J ü Evi 0 fact fac Fy t 


S minmod(Af7 1,AfiL 1) = 


> minmod( Af} ai A f 1) _ 
 minmod(A/7, 1 +i 1 Af jaa) + 


puer i.Af41)l = 


3. i ETOR fia) TU ZU * fj P 1 


La f t ga 2 + fra) + 


1 . . 
5 minmod( Af}. 1 ,全 万- 一 


— minmod( Af. iz Afr. ) - 


L minmod(A7;,1 Af sn) 


l . - 
7 minmod( Af; 


上 式 可 写成 


pha 


| 
^j 
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Ju 1 
(5 ) == dog. h, 1) (4.5.1) 
式 中 
1 . 
hjal =U fa + fi) -ia laku + 


minmod( A fr. 1 ; 全 万: )— 


minmod(A 5,1 ,^/;«3)] (4.5.2) 
la lj,ieajli-ajl (4.5.3) 


4.6 NND 格式 在 回 量 双 曲 型 方程 中 的 推广 . 


首先 讨论 常 系数 双 曲 型 方程 组 的 情 声 


2U oF -0 (4.6.1) 


式 中 了 = AU (4.6.2) 
U= (ip, H2. ym) A Jm X m 常 系数 矩阵 。 由 于 式 (4.6.1) 
是 双 晶 型 方程 组 MEE A Em 个 实 特征 根 。 设 它们 是 

Als A2: sAm 


AEM AEA 
A = diag A, Àn, An) 
矩阵 A 可 写成 
A=T 'AT (4.6.3) 
AP TAT ' 分 别 是 左 和 和 右 特征 向 量 组 成 的 矩阵 ,而 且 在 现在 所 
讨论 的 情形 ,A ,TT 和 TT (RRR RE, RR 4.6.2) 和 和 式 
(4.6.3) 代 入 式 (4.6.1) 可 得 


au -tap 2U _ 
a, + T AT S, =0 (4.6.4) 
以 矩阵 T RR (4.6.40 0T 18 
au , ,,9U 
T ag | AT Oc B 0 


或 者 
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a(TU) | 4 (TU) _ 4 
at og 
引入 如 下 由 特征 变量 组 成 的 回 量 
M 
Wy 
W=|. r TU (4.6.5) 
| te 
则 可 得 
aw WO, 
31 A ae 一 Ü (4.6.6) 
fw] 41 Ü i [ 
3 | w Aj 3 |w? 
BQ 2t : i | .. Jr : = Ü 
LW, | Ü À Uu 
au Aq 
即 3r +A, 5 =0,(/ = 1,2, , m) (4.6.7) 


至 此 已 变 成 m 个 线性 常 系 数 的 标 基 方程 。 因 而 4.2 节 中 构 
造 的 半 离 散 化 的 NND 格式 就 可 以 直接 地 被 应 用 到 这 里 来 。 引 人 


A; = A} + A; 
Al = Fat! Apt) 
_ 1 
À; = $3, + | A, D 


于 是 式 (4.6.7) 可 被 改写 威 


dw, aft arr 
D. fi * L =0,{} = 1,2,4, m) (4.6.8) 


FP ax 
fi = Afw, fy = Aju, 
SH 4.2 节 中 的 方法 来 构造 上 述 om 个 标量 方程 的 半 离 散 


差分 格式 ,可 得 
ERELU 
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dt j ^x 
hy, zat lw + Aw ) 
Hab Fe 207 (4.6.9) 
1 
À; (wy, > Au, i ) 
(i = 1,2, m) 
j [BL m 个 标量 式 子 合并 成 如 下 一 全 "TTE 
| es TEJE jai; i 
J | wz | _ i ho h; | 
ät i: | ~ Ar|): | 
| 
| Wn tj 1 Ru i UM id 
— l , 
=- A eet i) (4.6.10) 
式 中 
4 
hi ^i 0 jf et m 
hs AZ Qus 1 | Aw 
= M 一 | 二 
hg = : | : t 2; : 
Fant jh Ai | Von LA tos. j 1l 


| 
Le ]. Ate, El 
() An i m- i41 m itg 


HERET ARLA, PR r= FT ! 搬 人 上 式 中 特征 矩阵 之 后 ， 
可 得 
1 1 


T hi =A* (DU, + 4 AU, D) +A (CU, TAU 


FI 十 Sar} à t Fu 一 SAF ji 
(4.6.11) 
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RAMA RAR T WU, $ 


Hi = T hl (4.6.12) 
ET 丰采 起 (44.6.10) ,并 利用 式 14.6.11) 和 式 14.6.12) 可 得 
au 1 A 
x] = ar Hl i H, 1) (4.6.13) 
式 中 
+ 1 l 3c 1 A4 
H,l-Fic Ak + Eja AKA (4.6.14) 
在 激 波 下 游 ,类 似 地 可 得 
AUN lp , 
(5; ) =- Ry Hai- Hj-1) (4.6.15) 
式 中 
Hj. = Fj + SAF} + Fj- SAF): (4.6.16) 


与 4.2 节 中 关于 标量 方程 的 情形 完全 一 样 E EUER EYE BG 
上 游 和 诉 波 下 游 的 两 个 不 同 表达 式 合并 成 如 下 一 个 统 … 的 表达 式 


a 1 
(a), =- AQUL - H,.1) (4.6.17) 
| ; 3 
Hj = Fu 十 Fn, (4.6, 18) 
F, = Fl} Y minmod( AF; LAF?) (4.6.19) 
ita 2 E 
Fra = FF, - Jminmod(AF,, 1, AF}, 332 (4.6.20) 


这 里 ,以 向 量 a,b 为 变量 的 函数 minmod( a , Me MALIA 
WASH Gt apb: AE m AIAR minmod( a, , 6, ) Er ZB ER ET |b] ik C min- 
mod(a,. bi), ,minmod(a,, , 5, DTe 
35(4.6.17) - sN (4.6.20) 85 Hi Y X FER oxi r EUR BJ 
半 离 散 化 的 NND 格式 。 不 难看 出 , 它 和 关于 标量 方程 的 半 离 散 
化 的 NND 和 桩 式 在 形式 上 完全 一 样 。 如 果 将 标 基 方程 中 的 < 换 成 
C ,了 换 成 下 , 即 可 得 到 常 系数 双 曲 型 方程 组 情况 下 的 NND 格式 。 
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现在 来 讨论 非 线 性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 的 情 珍 


au , 3F(U) 
2 | Ix = 0 (4.6.21) 
Eth uj eS M, ATL F AEST 8 JE zü 
du ou 
3; tT ACI 37-0 (4.6.22) 


式 中 ,A(U)~ SE ABE F J Jacobian JERE. EK CU) D fS 


一 次 章 次 函数 (在 理想 完全 气体 一 维 非 定 常 流动 的 Euler 方程 的 
情形 里 就 是 这 样 ), 则 有 


F(U) = A(U)U (4.6.23) 

现在 将 前 面 关 于 常 系数 双 曲 型 方程 组 所 得 到 的 结果 直接 推广 

到 非 线性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 的 情形 ,给 出 如 下 半 离 散 化 的 NND 
格式 


au\ I _ 
(5: ) =- A - HD (4.6.24) 
了 + = F; n 十 Fg n (4.6.25) 

jt its 


Fl = Fi + Fminmod( Ap+ 1,AF},1) (4.6.26) 


Fry = Fi - Fminmod( AF; 1 AF; a) (4.6.27) 
式 中 
F*(U) = A* (U)U; A^(U) = RÀ: L; 


A* = diag(AT (CU), , AE(UD); 
AfCU) = TU QU) ED AKUDI] £ = 10,2,-—,m, 


alU), LCU) r CU), 13,2, , m 分 别 是 Jacobian Ah BEE BJ 
特征 值 和 左 SHAR, RAL 分 别 是 由 相应 的 特征 向 量 组 成 
的 矩阵 
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R= [ry CU) ae, CO, 


[L ICU) 


Lew ( U) 


4.7 5r] 的 EE 


今 以 如 下 线性 常 系数 标量 方程 为 例 说 明之 


au , af 
3 tay 0 


AH, f=au,a 为 常数 。 


4.7.1 NND-1 格式 
时 间 方 向 为 一 阶 精 度 的 格式 
H Taylor 展开 式 . 取 色 一 阶 小 量 , 有 


ntl -一 n 2u " 
uj apte 


将 4.2 节 中 得 到 的 半 离 散 化 的 NND 格式 代入 上 式 , 可 得 到 
如 下 时 间 方 向 为 -一 阶 精度 稠 空间 方向 为 二 和 阶 精度 的 显 式 NND 格 
" 


t n At uH Lo 
PE j 一 人 CR hj. i) (4.7.1) 
式 中 
na " Ú 1 : 7 7 
hans 二 上 一 FA 十 5 minmod(Aff 1,Aff 1) 十 
1 . .. n 
EA 一 2 minmod(Af,.^ AF i) (4.7.2) 


Pel K (4.7.10, 3$ (4.7.221 为 NND-1 格式 。 它 允许 的 最 大 
Courant 数 是 213。 
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4.7.2. NND-2 格式 
时 间 方 向 为 二 阶 精 度 的 格式 
H Taylor EFA , HI — Br RE ,有 


à E 5 FE N 
vt! Q wu? A H ) + Lar ee | 
E 


Hj 了 di ! 


d 3 
Was = -a st MUT 
a f 3 x 


diu _ LE 3o] 1 $4) 
d 5 Ox ag 3r i 2! í da 
xGD- Sf 
EIER Cr 


代入 im B “Taylor E F 式 得 到 


url | n gu 
u; = ut e 


对 > a? Zu 
| + yala T) 
if 


2 ax? fy 
Ejibf [8] Ar) 2g — ET EE BY zÑ AH H , 3 F S BJ [aj Ls tl Ta a 
当 规定 { TA) 的 离散 表示 式 。 这 里 ,采用 与 4.2 pee (AL) 
5j i ; 


光 全 类 似 的 思想 米 确 定 {2 二 , 即 在 激流 上 游 , 对 于 广 采 用 迎风 
差分 ,对 于 /采用 中 心 差 分 ;而 在 激 波 下 游 ,对 于 rt RH pd 


分 ,对 于 六 采用 迎风 差分 。 
Trükik D 
ay - ER p + BBY - 
we P ~ Af} 32) + ait ~ Af) 
TRATH 
人 


I (AK "E Aft ) + x (Mea - Af, 1) 


Ar? x 
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Ts ge Ey Ol F — eH 
[ rs i = A ; minmod (^7 " At ^ 1 ) 


ar},  Az2 
minmod (455 Af, É 
minme (A 4 Â rsh 
minmod (45.1 AF) 
"Cm 
HLA Jen o (a sa), 二 成 如 下 形式 


32 "AU 1 . +H ; bar 
(a 2) Ta [af minmod( ^. 14, 1)- 
d 
aj. iminmod (A477 Bids Af, i 
a7 minmod {Af , Afi.) 


af mintnod (A DAF, ' 1) | 
将 上 式 及 4.2 节 中 的 半 离 散 化 的 NND 格式 代 人 前 面 的 Tay- 
lor 展开 式 , 即 可 得 到 如 下 形式 的 时 间 和 空间 均 为 二 阶 精度 的 
NND 格式 


1 
2 


式 中 


(1 : at, Ê Jinn (214%. 2) 
(4.7.4) 
32 " 
MILLISLDDLIM AAEN A) MERER 


ARR RAT RI MGR RI. eom, dei [22] KER 
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如 下 稍稍 不 同 的 形式 


(23 | H Fac AT 


Jj 


则 有 


au \" af afyy 
人 人 的] 


dx ax 
然后 采用 与 4.2 节 中 确定 (3) 完全 类 似 的 思想 来 确定 
AGa 
PSU =)! = A5 minmod( (a ' Af 7.1, Qa* ASYA] 


minmod| (a ° Af' LS (at Af )} i] 
minmod[ (a ^f^ Wel Ca Af Vian] 一 
minmod| a Af ) 1, Ca Af] 


将 上 式 及 4.2 节 中 的 半 离 散 化 的 NND 格式 代 人 人 前面 的 Tay- 
lor 展开 式 , 即 可 得 到 形式 上 与 1 式 (4.7.3), 式 (4.7.4)| 稍 稍 不 同 
的 时 间 和 空间 均 为 二 阶 精度 的 NND 格式 
att u — At 


Hj  — dH, 


l-h? 1) (4.7.5) 


Zn a 1 . +n At n 
hi cf + X minmod[ [1 4/5 jag" 


a | . n At m 
DN - 本 minmod| (1 十 ajad ARE 


a At n 
(1 + ajian SLM (4.7.6) 
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称 !1 式 (4.7.5), 式 (4.7.6 针 为 NND-2 格 式 。 它 允许 的 最 天 
Courant 数 是 1. 


4.7.3 NND-3 格式 
对 于 标量 双 曲 型 方程 (4.2.1) ,该 格式 可 表示 如 下 


7 , 1 Aż, a n 
uj i 一 H; — 2 Ag Pal 一 h, 1) 
A (4.7.7) 
" a i.a] wit | 
nel 区 一 Ar th 1 hi i 
式 中 + 一 f: + J minmoq(A f$ LAF) + 
. 1 . _ .. 
fin 3 minmod(A fy, i, Af isi) (4.7.8) 


这 是 一 个 预测 一 校正 两 步 格 式 , 在 时 间 和 空间 方 问 都 是 二 阶 
精度 的 , 它 所 允许 的 最 大 Courant 数 是 1。 


4.7,4 NND-4 格式 
这 是 另 一 个 预测 一 校正 两 步 格式 。 对 于 标量 双 则 型 方程 
(4.2.1) ,该 格式 可 表示 如 下 


nal At 
unl = u" 一 Ag hth = hj-1) 


i d Agr 了 


E 


ntl = Lj Fut At (are uU 


u ;od 1 
1 d i Ar ji 1-3 


式 中 h. ART. DRE BH NND-4 (a ER. 


这 个 格式 在 时 间 和 空间 方向 均 是 有 二 阶 精度 , 它 所 允许 的 最 
大 Courant HE 1, 
为 简单 起 见 , 式 (4.7.9) 中 的 预测 步 也 可 被 规定 为 
era REAL MO 


ERMER Ai, 


1 
S73 


的 表示 式 (44.7.8) 中 minmod(a ,5) = 0. 
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为 了 保 还 格式 在 时 间 和 空间 万 同 帮 是 一 阶 精度 的 , 恪 式 可 小 
AP 


` 
al = oat A (af 3t M (40 
4 H A hi | 
uL yt — eau hya) J 
式 中 
= + tatl tat] 
hj -5 CF” + f; I ) + Fminmod (Af; i A )+ 
1, OH. " Ty 1 . 1 AUA pU 
2 Jia 3 fu 一 z minmod( é Af esi) 
(4.7.11) 


FR 155 04.7.10) ,08(4.7.112:28 NND-4 (6), E Hr feit gd 
X Courant Zt AE 1 
将 式 14.7.11) 代 人 式 {4.7.10), 可 得 


m= r À BA = n 

ut cap - E F AF) 

"n ] E nt] "EX cnal 

u; 5x 2 | 十 us — Aq AL apt + Af; PE 
1 At tant A +a A tal 
> [Ag ' minmod (Af, "Ye Af) |- | 
1 Ar lagi 一 minmod (Af? 5 Af; n )-| 
2 Av. 2 | 
1 n ` m” STEE 
> ALT CLA a - minmod( å, ji AF so ) ] + 
Í n+ n n . 
EE -[Af; EU _ minmod (Af; "SAID 


(4.7.12) 

AER. NND-ACOM EX RE MacCormack fit il] — Ez iE p 2E K 3X 89 

推广 XR E CEE MacCormack 柑 式 的 校正 步 中 加 进 了 某 些 二 
阶 导数 项 。 
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4.7.5 NND-5 格式 
半 离 散 化 的 NND Hest 12k (4.2.12) ~ 35 (4.2. 15) E X + 
| ai 的 常 微分 方程 组 ,可 以 用 常 微 分 方程 的 数值 解法 来 求解 。 
采用 如 下 具有 TVD 保持 性 质 的 二 阶 显 式 Runge-Kutta 型 时 间 离 
散 格 式 
uO = y? 
uf? = u i * AtL lu) 


«OD = 4 + IA LG) + L(uf?)j 


u (4.7.13) 


"xl. (2) 


L(u) = 一 Rel —hj-1), h 1 ER C4.2.13) 3X (4.2.18) 
确定 。 
当 ao SE<1 时 ,上 述 格式 是 稳定 的 ,并 具有 TVD 保持 性 质 。 


其 中 aÓ BL AI (所 = 于 meth. 


4.8 Bast NND 格式 


在 上 一 节 中 ,介绍 了 五 个 显 式 NND 格式 。 数 值 试 验 的 结果 
表明 ,这 些 显 式 NND 格式 具有 良好 的 收 敏 精 庆 以 及 捕捉 激 波 、 旋 
视 和 前 切 层 的 高 分 辩 率 。 但 是 当 计 算 诸 如 沸 流 流动 时 锋 要 采用 细 
小 的 网 格 , 显 式 计算 所 需 花 费 的 计算 时 间 是 很 长 的 ,因而 需要 发 展 
元 条 件 稳定 的 隐 式 NND 格式 。 

在 文献 中 已 经 提出 了 某 些 隐 式 TVD 格式 。 因 为 对 于 一 维 、 
二 维和 三 维 流动 而 育 , 这 些 隐 式 TVD 格式 的 格式 点 数 分 别 是 5.9 . 
和 313, 故而 块 对 角 和 抢 阵 求 着 的 数值 计算 工作 量 是 很 大 的 ,为 此 需 
要 发 展 具 有 较 少 格式 点 数 的 隐 式 格式 。 基 于 上 述 考 虑 ,发展 了 如 
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FEAR NND 格式 。 它 的 建立 过 程 如 下 。 
对 于 一 个 变量 的 非 线 性 方程 (4.2.1). 有 


au \" 1 n 
(3) 三 一 Ra c Af) (4.8.1) 
Qut! l pyas T 
(sey 二 一 Ag Cn hin) (4.8.2) 
+ 


式 中 六 2 由 式 (4.2.13) 一 式 (4.2.15) 确 定 。 按 照 Crank-Nicol- 
son WEE, ut) 可 被 表示 成 


n ntl 
EM vafa - 2163] + lea | (4.8.3) 
当 9= 广 时 ,表示 式 (4.8.3) 在 时 间 方向 是 二 阶 精度 的 ,而 0=1 


时 , 它 是 一 阶 精度 的 。 
将 式 (4.8.1), 式 (4.8.2) 代 人 式 (4.8.3) 可 得 如 下 隐 式 格式 


uj = aup- A (uin - hjap) (4.8.4) 
式 中 
Agape ~ Ajay = [(1 — 0)h2 + O15] 一 
[C1 - 的 a + 0h15] (4.8.5) 
邻 引入 如 下 定义 


K, = I minmod 


K; = I minmod 
(4.8.6) 
K, = 


N| 
Ë. 
8 
[v] 
a. 
———  —  — —ssvv A 


Af; 
K, = Lminmod EI 


建立 隐 式 NND 格式 的 主要 思想 在 于 使 用 在 第 n BERE BU E 
面 这 些 限 制 子 ,一 般 说 有 
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tatl 


Kt agit = Kf + O(AzAz) 
于 是 式 (4.8.5) 可 被 写 为 
hja — hii = hr — hy + 
B + Kj — Kafi"! — eftt) + 
8(1- K3+ Kt) (dfn! — 8 intl) 


式 中 
efin! = fer _ f 
又 因为 
fj) = aj "aut! + O(Az2) 
8f;"*! = aj "uy! + OCA’) 
式 中 
a 
dul = ul- uf; atta =a = s, 
于 是 差分 方程 {4.8.4) 可 近似 地 被 写成 
L ~ At n n 
aj Qul T bijou! + €j41 Sunti = 一 Ar Ban 一 Aj i2? 
(4.8.7) 
AP 
ar = At ^" " tn 
j- =T a AT t Ki 一 K*5)aj^ 
bp =1 + 0 PLG + Kr - Koaj" - 
(4.8.8) 


At nt " -n 
8 Ard 一 Ki + Kia, 


m6 SEU - Ki Kays 


[3X (4.8.7) 3X (4.8.8) LOS ERG NND HA. 040—198, 
J sx d SE B] BB PE ,而 空间 方向 是 二 阶 精 度 。 显 然 ,在 
一 维 标量 情况 中 , 只 需求 解 三 对 角 线 性 代数 方程 组 。 可 以 证 明 ， 
8= 1 时 该 格式 是 一 个 TVD 格式 ,并 且 是 无 条 件 稳 定 的 。 
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4.9 $E TVD 格式 和 它们 与 


NND 格式 的 等 价 性 
本 节 以 如 下 线性 常 系数 标量 方程 为 例 说 明之 
a a 
7 + sf = 0 (4.9.1) 
AP, f= aua 为 常数 。 
4.9.1 Harten 格式 
Harten 格式 为 [1 
unti = u; 一 A (Kf 一 AT s) (4.9.2) 


m. 1,7 T Tn 
式 中 AM 2 = s U + fia 一 | asst | Aura) 
fr = fit gi 
n : 1 At 
Ej = minmod > | G; + 172 | 一 Alam Ax JI 
1 At 
+Í: ajaz IZ aj m az MI " b 


-. _ 
aji = Gaia T Yan 


i 
ou 
it 
E" = 
zl 
à 


Yam 


G+ EP I" < 1 
(4.9.3) 
下 面 来 证 明 NND? 格式 与 Harten 格式 的 等 价 性 。 
首先 讨论 a >0 的 情况 。 此 时 ,a  =a,a- =0,f" = f= au, 
f 二 0。 由 式 (4.7.6) 知 


Lu 1 : Åt 
hian =f + Fminmod| (1 一 ajan AL Af as 
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At » 
(1 一 aja cafus] 


由 于 
Aff in = aj Aur 12 


Hn 
Afiap = ayapa wr 


_ 1. At 
YU = fi + T minmod| [ üj-i2 | 一 a? u2 rea 125 


At n 
( aey2 I7 aj nup ILLIS 
像 Harten 那样 ,引信 如 下 定义 
At a 
ge =} minmod| [ | a; aja 1 一 aban A. Aw TEE 


2 


At , 
[ 8i. 1 一 a up AE Ouse | 


则 有 
" 1 "n "n 
Ks = frt ef = F (Cha + at) ta 
+t 于 N n ] 
BEHS + £u? 一 (r + g; )]| 
像 Harten 那样 ,定义 
f = f + g; 
可 得 
- 1f- - fia — ff gaT TE n ] 
hia 2 p * fi | Aute Aui upra 
_ fi+l -G 9 
因为 a; 7 " ,再 像 Harten 那样 定义 
Âu +i 
n EM gi T E “a — A 
Yan = Aun (je = dai T Yam 


并 县 可 以 证 明 . 2. 70, FJ RU p] f 


164 


, 1 ,= 一 一 II 
hian = 5 (Ua + ff -| ajs | Aussi) = he 


对 于 a<0 的 情 说 ,用 类 似 的 方法 也 可 以 证 明 ,p7il2 = 
AM izo 

这 样 就 证 明了 对 线性 常 系数 标量 方程 (4.9.1) 而 语 ,NND-2 
格式 与 Haren 的 二 阶 精度 的 TVD 格式 是 等 价 的 。 


4.9.2 Osher-Chakravarthy 格式 
Osher-Chakravarthy 格式 为 [2 


unt = up 一 eae 一 Àj a) (4.9.4) 
式 中 
Ain =F fia +A) ajig | Aun + 
minmod (A7 5 , BA fp) — 
minmod( Afrin BAF; 21 (4.9.5) 


下 面 来 证 明 NND-1 格式 与 Osher- Chakravarthy 格式 的 等 价 
ft. 
Hk (4.7.2) 


n" n ‘+n 1 : T A m 
hirin =Ajsip = FA + J minmodl Afi in Afr) + 


-y 1 . -a <n 
f 一 5 minmod(Af; 5 Af, a) = 
1 a +r hn +a 
31905065 * fj )- (fr - £ ) + 
minmod(A7 4; ASA) + 


(f t fi") + (fe fF") 
minmod(A f, us Apa) = 


liga 4 - n 
Ia + ff) taj T apm An + 
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minmod(A fi na A fr) 一 

minmod( Af Af o) | = 

sR +f) bana | Anta + 
minmod( A fj 5, A7 ^,5) 一 
minmod( Af; ^ Af; spl = EIN i 


ORE HE HH Fs ee ETE # SK bn BUT PE (4.9.1) te, NND-I 
格式 与 8= 1 时 的 Osher-Chakravarthy 的 TVD 格式 是 等 价 的 。 


4.9.3 Van Leer 格式 


Van Leer AH"! 
ud = yt — âr AM — AI us) (4.9.6) 
式 中 


n 1 a ， = 
"apo 5f UR) + fGuljan) 一 


FC uhi +142) 一 A u 12) n n 
n " (eRe 一 up j+1/2) 
HERI+tL2 T Uri. 
H a " 


1 
+ 一 n 一 了 
#Ri+112 = Hj, 一 2 minmod(Au?, 1/2 Åu) 


# n 1 . n n 
如 [+ T ty t g minmod( Au}. 5 Au}. 12) 
(4.9.7) 


FHKE NND-1 格式 与 Van Leer 格式 的 等 价 性 。 
首先 讨论 a 为 大 于 零 的 常数 的 情况 。 此 时 有 a7* =a,a = 
Of —f,f^ -0. 由 式 (4.7.2) 知 


r 1 . 
Adan = az + —minmod(a;A uo a Aula) = 


2 


Qt = f uia) = 


166 
i [f(uRa 2) + fGatjan? ~ [ft uha - 


FCs) b= E| fh a) t Feijen) - 


É “Rija u2) 一 uij) K n _ pA ) | 
UBI 7 CARTET "RD Turn | 
prag Cu Suh oy meg 


n _ n 
HR +127 ULjsil2 


Tr 1 ` n . 4 
ham -3| f Una) 十 2 一 


| y 
t 下 — nt 
Cua 一 usn) = Advi. 


| (umum) 7 PCE am? 


Gi — TO 
VR 1/2 Hp e+ 172 


再 来 计 论 a 为 负 常 数 的 情况 。 此 时 有 at =0,a g =a, f ` uM 
0,f = f, HIA CA. 7.220 


> 1 
n — 对 d - n n 
has = dg. 2 minmod( a Au? a uua) = 


djal UR 112 = ft why 1112) = 


1 
p lF uR) + Fubar) + [ f( ub.) 一 


Flaine) = Z Fd + FO) + 


E uisi) = Jutaan) |: , . T 
i n ` | (ub. iau) 
MRI T HBLi+1D2 Rea Ht uz | 

因为 此 时 

(uba 2) — f( m 
Fuge) — fiut) -a< OiT 


H n 
UR +12 — Hp 


EA 1 l . a z 
hju = y LEO) + fü uba) 一 


A Uii) " A ure) | H it | "mV 
uan 一 "IP f uen 一 ream): = Meee 
J jx af E 


这 样 就 证 明了 对 于 线性 常 系数 标量 方程 (4.9.1) 而 言 ,NND-1 


格式 与 Van Leer 格式 是 等 价 的 。 


4.10 激 波 附近 数值 解 波动 问 
题 的 分 析 和 TVD 格式 


在 第 2 章 2.12 节 中 ,和 曾 对 差分 计算 中 激流 附近 数值 解 的 波动 
问题 作 过 分 析 。 该 分 析 的 出 发 方程 是 


du _ 1l a Ju 
a3. 7 P cn (4.10.1) 
y4] I UTE 
AP a= gy Pete L[i 一 一 ) 
= h(i uem. rti - #zt=) (4 10 2) 
2y u? 2y |" u uo 
式 中 ,xu 为 激 波 前 来 流速 度 ; z, ARR EE, H 
- 2 1 
uy = 7 ey mes (4.10.3) 
4 
r = 3^ 
由 式 (4.10.2) 可 以 看 出 , 当 Mal S1, E x — 0 Lu us 
8 acr LL s o us) D0 MIE rm + ©, uua RE ae EF x 
(u, us )X0. 


第 2 章 中 的 有 关 分 析 已 经 指出 , 若 方程 (4.10.1) 的 某 个 差分 
格式 的 修正 方程 式 为 


du _ a du), 3u 
a5, ` 34 (v + v>) 2« | "y 4 
QUA S F UL A SEES 


(1) 对 于 一 阶 格式 而 言 
当 v>0,r32>0 时 ,在 激流 上 上 游 ,不 管 n 多么 小 都 不 出现 波 
动 :但 在 激 波 下 游 , 当 vo 小 时 会 出 现 波 动 。 


168 


当 ,,20,0«0 时 ,在 激 波 下 游 , 不 管 vs 多 么 小 都 不 出 现 波 
动 :但 在 激 波 上 游 , 当 o 小 时 会 出 现 波 动 。 

由 此 可 见 , 若 正确 地 选取 v, EZERRE v >0, 而 在 激 
EE Pf» 0, XI BD Xe ROS ZI vo 的 一 阶 格式 ,其 数值 解 在 激 波 
附近 也 不 出 现 波动 ,或 者 即使 有 波动 也 是 很 小 的 波动 。 

(2) 对 于 二 阶 格式 面 言 

当 ">0 时 ,在 激 波 上 游 不 会 出 现 波 动 , 但 在 激 波 下 游 将 有 波 
动 。 

当 ws<0 NM, ERE PRS DE 2 (Bk EC UE. LED dE 
动 。 

由 此 可 兄 , 若 正确 地 选取 v;, 使 之 在 激 波 上 游 v4 20, MER 
波 下 游 y3<0, 则 该 二 阶 格式 的 数值 解 在 激 波 上 ,下游 都 不 出 现 波 
动 或 者 即使 有 波动 也 是 很 小 的 波动 。 

将 上 面 两 个 结论 合 在 一 起 ,可 以 得 到 以 下 结论 。 

在 构造 一 阶 或 二 阶 差分 格式 时 ,为 了 能 高 分 辨 率 地 捕捉 灌 波 
《 即 在 激 波 附近 不 出 现 波动 或 只 有 小 波动 ) ,应 该 保证 所 构造 的 差 
分 格式 的 修正 方程 式 中 的 v 满足 如 下 要 求 :在 激 波 上 游 ;>0, 而 
ERTH v3;<0。 另 一 方面 ,为 了 差分 格式 的 稳定 性 ,对 于 一 阶 
格式 要 求 >0, 而 对 于 二 阶 格式 则 要 求 <0, 

下 面 , 将 从 这 个 观点 出 发 来 重新 构造 Harten 的 二 和 阶 TVD f& 


式 。 
研究 如 下 线性 标量 方程 
du g 
TERES (4.10.4) 


式 中 ,f= aw ,a 为 常数 。 
在 第 2 章 中 已 经 证 明 , 若 用 如 下 一 阶 迎风 格式 来 离散 方程 
(4.10.4), Rp 


it n" At "n E] 一 下 —n 
um A B+ fT fn) 


169 


NIR B XX A FEB 29 
1 la l At Yu 
LI 55 


为 了 达到 仍 采 由 一 和 阶 迎 风格 式 而 得 到 方程 (4.10.4) 的 二 阶 差 
分 格式 ,首先 根据 反 扩 散 的 思想 对 方程 (4.10.4) 作 如 下 修正 
au er 1 ta lat\®u 
+ SL = la lAaz(1 ess 


dz dx 2 Ar 
Y E Wir am CS UR 
ea 2 [ft gl =0 (4.10.5) 

式 中 

gy lalde(i- A) (4.10.6) 
用 一 阶 迎 风格 式 来 离散 方程 (4.10.5) 得 

up! mut = SEC + ais - (a t et] + 
CEU + e (f+ gf") 1- 


[CA + gi )- GO * gi ]- 

[Cf t ac Q C" + gr”) ]+ 

[( "+ & )- (63 + a) J 
该 式 可 写成 


ntl 


n At n A 
Hu; — uj — zag + gia? = E Dt 8-1 * 


TA la l (Au. ~ Aulan) (4.10.7) 
- a T - - 
AY a= £ g) alzati, 
du 


经 整理 后 ,上 式 可 改写 为 


ntl m 


At E" pr 
Hj; = ü — Ar an — hj ag? (4.10.8) 
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式 中 
pn 1 T qR T z 
Wea = 7 + fa ~ |a | Aus, io) (4.10.9) 


DENISE (4.10.10) 
到 目前 为 止 ,还 未 涉及 如 何 对 g 进行 离散 。 由 式 (4.10.6) 知 


1 la [Ac (8 
g= gl«lac[1- RAE (8) (4.10.10) 


上 式 中 的 ax (75) nine HR SA HA ih AB 4.10.4) 89 — 
阶 格式 的 角度 来 看 ,( r) mim aum meni p. TE 
有 两 种 可 能 的 算法 


z) = i Ca c Man (4.10.12) 


Hug oU, 7 Au. p 
况 应 该 选择 式 (4.10.12) 中 的 蛙 个 表达 式 呢 ”我 们 所 和 依据 
的 原则 蚌 使 得 在 汶 锌 二 游 产生 y. >0 ,而 在 激 波 下 游 产 年 y «0c 


将 Au an Au. ip 进行 Taylor EH AF 


Ju 1 ja 1 fu 
auna = (ae H(A) a HES) a? oo 
i 
On MEM" >, l/u 
Au; n (54 ] Ae Ho | ae + soa) or 十 


fn a RL FIR Az| 2] = Aus M 


T PE 
g= p lalaz(t K. =P | APRILE 


Ax ax 2 
J'u 
Haa =] 
将 它 代 大 方程 人 ,10.5) ,将 产 牛 
ND . laiss 
v3 二 一 a Ag J« o 


了 7 了 


=- Blaltan(1— dalet) < o 


va = 


反之 , 若 取 A (Se |= = Au, ;出 


1 la | Ag u 1 
g = ylalaz[1- 14 IE: L (ee 5 Az + 


11234 " 
ten 
将 它 代 人 方程 (4.10.5) ,将 产生 
1 lAr 
v3 = ra urn 一 leia) > o 
» =- jla lAr) {1 Hae 


d LU B VERI EAER PT POE Ar (FE) = 
Au; ap WAP va>0,mw<0i 反 之 若 在 激 波 下 游 计 算 中 到 
ba (55) = Aw ano SWAP LOR vs<0。 因 此 ,结论 是 g 应 
按 如 下 方式 进行 离散 
Lie [1 - 1AL8) an p BR cim 


Bi 一 
ja | (1 一 le Atau n UR Fe 
(4.10.13) 
m hu, TU DI RAT, ERRELE E CE 
[Aun ,而 在 煌 流下 游 则 有 |Au spl< |Au ol. FER 
(4.10.13) 表 明 , 在 g, 的 计算 中 ,不 管 是 在 激 波 上 游 ,还 是 在 激 波 
下 游 ,总 是 取 At us I Auiyip 中 绝对 值 小 的 那 一 个 。 如 果 再 加 
一 个 要 求 , 当 Au, -ia 和 Awiip 异 导 时 ,用 一 阶 迎风 格式 , 即 g = 
0, 则 式 (4.10.13) 可 写成 如 下 统一 表达 式 
1 |a i At 
| IL ~ Ar ) 


8, 一 > a minmod(Az, 1 Anus) 


(4.10. 14) 
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与 式 (4.9.3) 对 照 可 知 ,这 就 是 Harten 的 二 阶 TVD 格式 。 
根据 工 面 的 分 析 知 ,Harten 的 二 阶 TVD 格式 在 激 波 上 游 具 


有 vs 0, 而 在 激 波 下 游 由 有 <0。 这 就 保证 了 用 Harten 的 二 
BY TVD 格式 计算 带 激 波 的 流动 时 ,在 激 波 上 .下游 数值 解 都 林 出 
现 波动 ,或 者 具有 很 小 的 波 荔 。 


第 5 章 高 精度 差分 格式 


5.1 研究 高 阶 精度 差分 格式 的 必要 性 


在 任意 贴 体 曲线 坐标 系 中 ,支配 可 压缩 黏 性 非 定 常 流 动 的 无 


BYE Ry NaVier-Stokes 方程 为 1 


aQ 3 aF G z [°Ë. af, 2G, 
ar * 26 2g ag ` Re, + * ae) 


(5.1.1) 


式 中 
re] | eU | 
pu pul) + Ep 
gait pel; pai puU + Ep ; 
J J 
pu ewU + Ep 
LE, J LCE, + p)U — Ep | 
| eV | oW ] 
puV + 3, p PUW + tp 
B PoV + ap ; G= + puW + Lp 
pwV top pweW + bp 
LCE, + pw 一 Eb) 
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Ü 
Re, ( ET 十 £t. 十 gr.) | 


v + Re, (人 ra + £, + $z.) 
Re, ( Eu 十 £ 


yTy 
| Re, (EK, + EK, + EK,)] 
- 0 _ 
Re, nutu qun, + guru) 
Rey (gt, t qun + nj 
Rej (nr, t qun, + unu) 
LRe Cg,K, + aK, + 9, K.) 1 
- 0 _ 
Re (Cres + tz, + tz.) | 
Re, Cr,, + 和 rw + Er) 
Re, CE c, + E + 5r) 
[Rer CE, K + CK, + C K,)) 


K. = ur, + UT, + toc, — Q. 


+ £ r, ) 


1 
y J 


K, = Wc + UD, t wry, yi 


K, = ut, + vr, + wr. — q.i 


E = ele | 上 (ae tv 4 w*) |= 
[P 
^. - Dp 
U,V,W ARATE 8,9, C 坐标 的 道 变速 度 ,它们 的 表达 式 为 
U = & * £u t £v + bw 


+ lot 十 v? + w^; 


V = 9+ yu + got pw 


W = £, + Eu * £v + Cw 
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坐标 转换 关系 为 
z = t 
£ = £t x,y,z) 
y= pt ry,2) 
£ = Elt, yz) 
了 为 坐标 转换 Jacobian 行列 式 
l & š 
J= 1%. 市 T 
t, S, 5 


应 该 指出 ,EE, E, AG, 中 和 包 舍 村 性 应 力 张 量 诸 分 量 和 导热 
ji B ASA A RE ,它们 所 含有 的 诸 导 数 也 应 作 相 应 的 坐标 变换 。 仅 
以 c 为 例 说 明之 。 
-# {2u de 
o “Re, (99 toc] 
H ju du du, ae | ay du 
a [$ a£ * Wy ay + y ag ' 5, ar UO ay + Š, ac] 
车 用 m 阶 精 度 的 差分 格式 来 离散 式 (5.1.1), 则 与 该 差分 格 
ASH HIE BA RAH 
aQ 3E oF 3G _ (AQ SE, | (Aq) PE, 
dr 3g an ag Re, (A£)* Jg Re; (A3)? ay 
(At) 3G, E" 
Re, (AD7 2% + OCA", 


CAq)" CAE") 


选取 a, B. y 为 
lg Re, 
~ dg(A£) 
lg Re, 
= dep (5.1.2) 
lg Re, 
~ Ig(Ag) 


g = 


yr 


176 


于 是 有 Re, (AE) = Re, (Ag) = Re, (AE) = 1, BI LILT G gë 


20 ,9E | oF 36 
ar (ROUES 


2E, 
(A£)" z + (Any? ^ 十 


(ag)? e + OCA)" CAS" CAE"). (5.1.3) 


ERA, JF EI Reynolds 流动 ,除非 3E /2£,29F [35,9G, 19 ç 
很 大 , Sh E j or d dés Ho] B. TE DURS TERES oR [ELS 2 
考虑 的 情况 下 , 若 要 用 差分 方法 正确 计算 这 些小 量 项 的 贡献 ,必须 
SOR AMIR MH ARR RDS, Re AE it 
论 的 流动 区 域内 ,所 采用 的 网 格 和 计算 格式 使 得 > m M dt 
的 黏 性 项 的 贡献 被 落 人 截断 误差 的 范围 ;同样 ,如 果 B0 m uk 
7y>m, 则 了 或 者 5 方向 的 黏 性 项 的 贡献 将 落 人 截断 误差 的 范围 。 
RAH a, B. y 分 别 小 于 或 远 小 于 zx 时 ,所 采用 的 网 格 和 差分 格 
式 才能 比较 正确 地 计算 各 个 方向 的 务 性 项 的 贡献 。 当 a B. y 分 
HEA m 时 , 式 (5.1.2} 就 可 以 给 出 二 ,7 方向 的 临界 网 格 间距 
SE" An’ 和 At”。 当 实际 计算 中 所 采用 的 网 格 和 间距 AE, Ag 和 
At 分 别 小 于 或 远 小 于 临界 网 格 间 距 时 ,#, m. C J u] BJ $h TER 
就 能 被 正确 计 入 。 据 此 可 用 上 述 判 据 来 设计 网 格 间 距 以 及 网 格 点 
的 数目 。 

今 以 Re, =10 为 例 , 随 着 格式 精度 的 阶 数 m 的 变化 ,AE ”的 
太 小 ,从 而 方向 的 网 格 数 的 变化 情况 近似 地 如 表 5-1 所 示 。 

# 5-1 Rer=10 Be 方向 的 临界 网 格 数 NN 
随 格 式 精度 的 阶 数 m 变化 的 情况 
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现 以 细 长 物体 绕 流 问题 作 进 一 步 说 明 。 通 常 求解 域 在 AE 
方向 的 宽度 约 为 二 方向 长 度 的 十 分 之 一 。 由 此 可 知 , 对 于 Re, = 
10° 的 情况 ,车 采用 二 阶 精 度 的 格式 ,所 需要 的 总 网 格 数 的 为 107; 
而 若 采 用 三 阶 精 度 的 格式 , 则 所 需要 的 总 网 格 数 约 为 10。 

除 此 之 外 ,许多 物理 现象 中 存在 变化 范围 很 大 的 空间 和 时 间 
尺度 , 簿 流 流动 就 是 一 个 常见 的 例子 。 这 些 多 尺度 物理 现象 的 直 
接 数 值 模拟 要 求 所 有 有 关 尺 度 在 数值 计算 中 被 适当 地 体现 出 来 ， 
这 对 于 计算 方法 提出 了 很 高 的 要 求 。 在 满 流 的 大 说 模 所 (LES} 及 
直接 数值 模拟 {DNS) ,计算 电磁 学 (CEM) 和 计算 气动 声学 (CAA) 
中 ,高 精度 和 高 分 辨 率 要 求 已 成 为 技术 发 展 中 的 一 个 决定 性 因素 。 
因此 ,高 精度 .高 分 辩 率 计算 格式 的 研究 具有 十 分 重要 的 意义 。 在 
近 20 一 30 年 中 它 一 直 是 计算 流体 力学 中 的 前 沿 研究 课题 。 


5.2 构造 高 阶 精度 差分 格式 应 遵循 的 原则 


在 构造 差分 格式 时 ,应 注意 以 下 两 个 问题 。 

(1) 与 差分 方程 等 价 的 修正 方程 式 与 原来 的 微分 方程 是 有 差 
别 的 ,它们 各 自 的 精确 解 间 也 存在 差别 。 原 微分 方程 是 没有 非 物 
理 的 虚假 流动 解 的 ;但 如 果 差 分 格式 设计 不 好 ,差分 方程 的 精确 解 
就 可 能 包含 非 物理 的 虚假 波 劲 。 在 低 价 精度 格式 的 情况 下 ,这 种 
波动 不 是 很 小 的 ,因此 应 该 避免 这 种 波动 。 对 于 高 阶 精度 的 格式 ， 
由 于 截断 误差 很 小 ,差分 方程 和 微分 方程 的 精确 解 之 站 彼此 差别 
苏 小 ,即使 有 虚假 流泪 也 是 微小 的 ,因此 避免 这 种 波动 的 要 求 可 能 
放松 。 

《2) 在 求 差分 方程 的 数值 解 时 ,不 可 和 避免 地 会 引信 误 其, 这 些 
误差 在 计算 过 程 中 应 能 自动 衰减 并 且 不 产生 新 的 虚假 波动 。 这 一 
点 对 于 高 阶 精度 格式 特别 重要 。 因 为 例如 当 采 用 高 阶 精度 差分 格 
式 计算 油 流 时 ,如 果 计 算 格式 会 产生 虑 假 波 动 或 在 计算 过 程 中 不 
能 自动 消除 误差 ,就 有 可 能 将 虚假 的 波动 误 认 为 汗 流 。 基 于 这 种 
认识 .在 构造 高 阶 精 庆 差 分 格式 时 ,应 特别 注意 求解 计算 过 程 中 计 
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算 误 差 的 发 展 问题 。 我 们 要 求 计算 误差 在 计算 过 程 中 是 自动 衰减 
的 ,并 县 不 进一步 生成 新 的 虚假 波动 。 与 此 相应 ,提出 了 构造 高 阶 
精度 差分 格式 的 “稳定 性 原则 "和 * 抑 制 波动 原则 ””。 

为 了 便于 说 明 问题 ,这 里 以 求解 Euler 方程 为 例 说 明之 。 由 
于 三 维 非 定常 Euer 方程 可 分 裂 成 去 个 一 维 方 程 依次 求解 ,因此 
从 以 下 一 维 方程 出 发 


aU JE 
3: 58. = Ü (5.2.1) 
下 面 在 通 量 E 的 Jacobian EEF A = 93 EJ3 U 为 常 系数 矩阵 的 假定 
下 讨论 问题 。 
根据 第 4 章 4.6 节 中 的 讨论 知 , 式 (5.2.1) 可 化 为 
aw aw 
5, t AG, = 0 (5.2.2) 


AP , W= TU; ASdiag(a,.A,.°7,4,), CE A AME A 


KIT EA BY AAP OE rey BEER ORE; W= [ww wn] o 
Hyst( 5.2.2) nj 48 


Iw, aw, 
an bag = OE = 1,2,- m) (5.2.3) 
令 u = zo, a = À, MA 
gu gu _ 
ap +43, 70 (5.2.4) 


现在 来 研究 以 上 方程 的 数值 求解 问题 。 如 果 采 用 某 差 分 格式 
求解 式 (5.2.4), 并 将 该 差分 格式 的 修正 方程 式 表示 为 


du du = 9 
— + — = . ， 
TALEP >r, 了 (5.2.5) 


这 里 ,7, =k Ar 为 截断 误差 中 第 n 阶 导数 项 的 系数 。 

设 wo(x ,是 修正 方程 式 (5.2.5) 的 精确 解 ,在 计算 过 程 中 ， 
由 于 不 可 避免 地 要 引信 误差 e (x,1), 因 此 得 到 的 数值 和 解 为 
u— ug(x t) t eG t) E ARR E elr, Od ge ER 5.2.5). 
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que yep bei Ble =O BY, AR ES) fi 3 

e(x,0) = Ae” (5.2.6) 
EF A Abe k AEM. WPA la) 8 3X (5.2.5).(5.2.6) 
的 解 汶 


mb ikiz- bt) 


eCr,t)— Ae e (5.2.7) 
式 中 
a= Sy, (DA (5.2.8) 
b=a- dy, (C 1782 (5.2.9) 
m=1 


另 一 方面 ,微分 方程 的 初 值 间 题 表示 式 (5.2.4) (5.2.60 BS 

确 解 是 
u= Ae" at} 

它 表 明 PS RU dridi =a 的 速度 传播 。 

HEBEL (5.2.7) 8055 (5.2.10) HT EU HV, (H + Ë BT 2 AY FE 
#r Tre WR AK AY (EB EAT. PRE A, É E P RE ñ 
放大 和 和 缩小 , 即 影 响 计 算 的 稳定 性 ; 波 的 传播 速度 的 变化 ,直接 影 
响 间断 附近 解 的 波动 。 

下 面 根据 这 两 个 方面 ,提出 增强 计算 稳定 性 和 和 减 小 间断 附近 
波动 的 措施 或 原则 。 


(5.2.10) 


5.2.1 抑制 波动 原则 

feat) FL drid: = D sog — Ht lal Bri) fe SEXE BE dride 
=g, M drid: = t, 分别 表示 z - Dt =0 Z ABE W: 2453838 Be 
(参见 图 5-1). 

根据 第 1 章 1.5 TB Ere DE AREE 

eL Dt, 

在 现在 的 情况 下 ,由 于 方程 被 如 化, 间 其 退化 为 扰动 波 , 代 截 

断 误 差 中 的 色散 项 改变 了 原 间 断 + - at = 0 Z OG PIZE ER ENS 
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(dx/dt),-Z, 


5-1 间断 和 拢 动 传播 图 


HIRE. MRR RE O RE ERON, tE Z ERED L) A 
43; CR RE 


d dz 
b, = (ar), >a> £3 = bg 
则 可 抑制 间断 附近 的 波动 。 将 式 (5.2.9) 代 入 上 式 , 这 个 条 件 可 写 
成 以 下 形式 。 
在 间断 左 方 ( 工 ) 
DODY, Ë <0 (5.2.11) 
在 间断 右 方 {R} 
DD", E > 0 (5.2.12) 


由 于 y. =k, Ar" OQ? Ar 很 小 时 , $È (5.2.11) 30 = 
《3.2.12)} 中 最 领 前 的 一 项 是 主 项 , 略 去 其 它 项 后 , 式 (45.2.11) 和 式 
(5.2.12) 4: 9] HH 


AREH: 1) y <0 (5.2.13) 


Zm +1 
间断 右 方 :(- 177, 0 (5.2.14) 


5.2.2. 稳定 性 原则 
式 (5.2.7) 和 式 (5.2.8) 表 明 , 如 果 a «c0, Bil 


Mc Dy, ”<0 (5.2.15) 


m-i 
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则 随 着 时 间 增 长 ,误差 的 振幅 是 减 小 的 ,这 正 是 你 证 计算 过 程 的 稳 
定性 所 要 求 的 ,因此 式 (5.2.15) 是 稳定 性 原则 。 如 果 仅 考虑 主 项 ， 
式 (5.2.15) 可 近似 地 写成 

(- Dy, «0 (5.2.16) 


若干 典型 门 题 的 数值 试验 结果 表明 ,对 于 构造 高 阶 精 度 格 式 
耐 言 ,上 述 * 抑 制 波动 原则 "和 "稳定 人 性 原则 "是 重要 的 。 满 足 这 两 
个 原则 的 二 阶 格式 , 可 在 全 区 获得 无 波动 的 结果 ;满足 这 两 个 原则 
的 更 高 阶 (如 三 阶 . 四 阶 ) 格 式 , 除 在 敞 被 处 有 小 的 波动 外 , 均 可 获 
得 具有 比 二 阶 格式 更 高 分 辩 率 的 结果 。 其 不 足 之 处 是 这 样 设计 的 
三 阶 .四 阶 格式 ,在 激 波 附近 还 有 小 的 波动 。 为 了 克服 这 个 不 足 ， 


LEHTA, TARERE 


5.2.3 HMR 
首先 ,由 第 2 章 2.12 节 知 , 一 维 定 带 正 激 波 流 动 的 支配 方程 
是 
4 m FPE E (5.2.17) 
s ente p se], 


f r= ins 
者 采用 N 阶 精度 格式 来 求解 式 (5.2.17), 则 该 N 阶 格式 的 
修正 方程式 可 写 为 


(5.2.18) 


积分 上 方程 ,并 应 用 边界 条 件 : 当 z= - oo 时 ,zx un, 3 0 及 


N 
dua =o, afg 
dx 
du du y+l (u — utlu — u) 
"dr net g 2y Pate u 
(5.2.19) 
可 将 上 式 改 写成 
[ov dedu 
MM dr qx |du _ y+1 (u — tao) Cu- u) 
° Ee 2 dr | 2Y Poa H o u 
T) 
(5.2.20) 


对 于 所 讨论 的 定常 正 激 波 流 动 而 言 ,有 
O< u, < u < oua 
因而 ,如 果 


du yd 
H H 
walle’ (5.2.21) 


Bite c cu Deco, EREB, RE dulde) 2 88 
5b. 

TEREN, (5.2.21) FEE EF 

# FASE N 阶 精 度 格式 来 求解 一 维 Navier-Stokes 方程 , 则 该 
格式 相应 的 修正 方程 组 可 写成 


dp a(pu) 
— + -—— = 
dt da 
ou) 34 2. ey o 0 [ A98 M 
FP ag Oh T P) Bla Jat Vua > NA 


al ple + u {2)] 
PE 


> N 
3 iå du + E V u Fou 
aa\ 3 HU ax xd WS PM 


十 Z loule + u i2) + pu] = 
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£ p STORIE H UB 2 F LIEGE FE, i 98 Ji 5 — 
定律 可 得 


MEI (5.2.22) 


显然 ,条 件 式 (5.2.21) 保 证 了 及 > > 0, MBSR (5.2.21) "E 


增 条 件 ”。 
对 应 于 模型 方程 (5.2.4) ,或 改写 成 

af 

dt ag 


= Ü 


f = dH a = const 


ER RE RIE 8) XR 


> ü (5.2.23) 


Jx" te 25 E” Ti ë EBERBED A Euler 7A Navier-Stokes J 
程 的 情况 。 此 时 ,f 表示 正和 负 通 量 ,v、, ,是 N 阶 格式 的 修正 方 
程式 截断 误差 首 项 的 系数 。 
综 上 所 述 , 怕 造 差分 格式 时 应 沪 合 它 满足 “抑制 波动 原则 ”、 
“稳定 性 厌 则 ”以 及 在 激 波 处 的 “ 炉 增 原则 ”"。 现 归纳 如 下 。 
本 阶 格式 应 该 满足 的 破 求 如 下 。 
激 波 上 游 :ys 之 0 
激 渡 下游 :va<0 
a 


sans [^ £)\(24)>0 
二 阶 格式 应 该 满足 的 要 求 如 下 。 
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GE DUE: v <0 
BOUE FF: vs 20 
ER v0 


"n 


aatis, J 3L) >0 
X 


da 


四 阶 格式 应 该 满足 的 要 求 如 下 。 


BRE EN sy <0 
BK PF sv, > 0 
整个 区 域 :vs >0 

É 
Ms 


4 
da 


(£) >0 


ar 


在 激 波 处 : 


五 阶 格式 应 该 满足 的 要 求 如 下 。 


为 简单 起 见 ,研究 如 下 一 个 变量 的 非 线性 方程 


WHEW: >0 
BE Fü: À <0 
整个 区 域 ;v6 >0 

Jr 
OTIA IPIE 


ax) da 


5.3 三 阶 ENN 格式 


3u aflu) _ 
dt da ~ 


asp 和 f/f ZA, Bp 


f=f+f 


(5.3.1) 


式 中 通 量 f 可 按 其 Jacobian 矩阵 的 特征 值 的 正 、 负 分 解 为 正 、 仙 通 


(5.3.2) 


BARA RS, 985 ; 个 结 点 的 位 置 以 zx; 表示 ,网 格 
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间距 次 Ags XB T 5 c, LEBER SR Ty Kas BD ERER 
的 中 点 。 
将 式 (5.3.1) 对 x 积分 ,由 x, iR z 要 :可 得 
Ju 1 
3:77 aseo f (3.3.3) 
式 中 
u = 4 | u dx (5.3.4) 
利用 式 (5.3,2), 可 将 f, RIEN 
fim fia t fa (5.3.5) 
i*3 its itz 


现在 假设 ,在 x, E, u 的 变化 可 用 二 次 多 项 式 来 表达 , 即 


M" 
i i 


将 此 式 代 人 式 45.3.4) ,完成 积分 后 ,得 到 


将 此 式 代 人 式 (65.3.3) ,并 利用 式 (5.3.1) ,可 以 得 到 
z 
a ifle, -4 L) 2 
(38) = às [en AG) e] 
j jy 


EU OCA x?) (5.3.6) 


3 
iX eR TE B de F PA Y Wi F XUL 


PF [2f af 
s] a= ú (52) 1 i os) 
E ita 


了 一 


bole 
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335 (5.3.5) f A 3X (5.3.06) ,可 得 


gu _ 1 
(3; ) A (5.3.7) 
式 中 
+ . 
ha = huit (5.3.8) 
+ + 1 a? rl ; 
him fui As] Ae 
it? 
2 六 (5.3.9) 
-af -IE 2 
EE T Syed az) a= 
ita 


假设 在 > Ar, ARESA 产 - 分 别 是 按 二 次 曲线 规律 变 
化 的 , 即 有 


acc Gee iC Gn) 


将 此 两 式 代 人 式 (5.3.9) ,在 不 影响 精度 的 前 提 下 ,可 以 给 出 
MBE) ass LZE) ae 


AT fit 

1. 1 = . T 

its 了 z da az? 
i UJ 


(5.3.10) 


下 面 先 讨论 A ,14 的 计算 。 利 用 Taylor 展开 公式 可 得 


m 
2 
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; Ar + OCA?) 
ox ! 


ity 


(5.3.41) 
HOP AF = fr f; RR 
+ Af, 1 2 (e 
af 53 lí2f. 2 
(2- | = Ax 4 125 ) Ae TO Tr) 
J j7* 
(5.3.12) 


将 式 (5.3.11) 代 人 式 (5.3.10) 第 一 式 .得 到 


+ + 1 
picta 


„+ 
N 
了 + 于 6 


(5.3.13) 
将 式 45.3.12)} 代 人 式 (5.3.10) 第 一 式 , 则 得 到 


hac "ela +i 
ph b, 2 fji 3 


gg 
f | Az + O( Az) 
az J a 
2 


(5.3.14) 
rr rr 
EA | 和 | | 可 分 别 表示 为 
dx [P1 dx j,i 
Af,,3 Af, 
ae Ax? + O(Az) 
(25 | i + 


al [Af -Ar 
1+3 ¿ts ing 
— 2 4 O(Az) 
Agr 
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Af aa cfi 
. "— m 
Ë ^x 
or] i Ar-Ari 
2 373 2 
c 


TEX (5.3.13) 93$ (5.3.14) TS 


ME - Af. 1) + O(Az2) 
+ + ”了 172 
re ee tA ee 
? ` [Offic AF 1) + OfAz") 
ITF 2 
(5.3.15) 
$a 1 AF, 1) + O(A22) 
hi-fi +safi44+4 
Poi 6$ li, 24 + 3 
FAS 1 —Af 3) + O(Axz) 
373 7 2 
(5.3.16) 
FIM A :可 表示 为 
2 


MEM FAS, g- Af.) + Chr) 


FAS, a - Af. 1) + Olr’) 
ERO Ivy 
(5.3.17) 
二 (As - Af. +OAr ) 
72 772 


HCM -Ar 1) + O(Ar’) 
PU T 


(5.3.18) 
FH F P a] 9E Tc UE SE m fo] (5.3.15) ASK (5.3.16) 3E S E 


he 41， 以 及 如 何 从 式 (5.3.17) 和 式 (5.3.18) 来 确定 ,1。 
容易 看 出 , 当 式 (5.3.15) 和 和 式 (5.3.16) 中 的 第 三 项 被 忽略 时 ， 
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按照 NND 格式 的 思想 ,5 ATS As, AS, ;的 比 


[对 应 于 激 波 下 游 的 情 


<a; 


较 来 执行 的 。 如 果 lar, 


1 
hs 
4 


BL) ,就 取 包 含 AF, i h 


工 
2 


WILLIAM >| af, 1 | (对 


应 于 激 波 上 游 的 情况 ) BRAR A 方 4 的 a 4。 这样 做 可 避免 


激 波 附近 的 波动 。 

对 于 三 阶 精 诬 的 格式 而 言 ,情况 比较 复杂 。 下 面 来 分 析 由 式 
(5.3.15) 一 式 15.3.18) 表 示 的 诸 三 阶 差分 格式 的 修正 方程 式 中 四 
阶 耗 散 项 的 系数 u, 的 正 负 。 

由 式 (5.3.1), 式 (5.3.2), 式 (5.3.7) 和 式 (5.3.8) 知 


rte 


2f . ， 

| Ja ) ~ (Aja i h, pAr (5.3.19) 

5. | = Chia h ide (5.3.20) 
ax}. jid 1 


J 


XT 35(5.3. 15) P E8958 — sk CBISS — Rh ze 80 A 
ap) 2f; 7 BF, + OF fn 
(£) = “7 (5.3.21) 


将 上 式 中 的 S oS aM S TE z = z, 点 邻 域内 作 Taylor 
展开 ,可 得 


e ) p (24) paar E) *ce (5.3.22) 


考虑 到 f^ = a u ,a 为 正 的 特征 值 ,可 知 与 此 相应 的 修正 方程 式 
中 四 阶 耗 散 项 的 系数 为 ,= 证 (Az)3a * >0。 用 完全 相同 的 方法 
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可 求 出 式 (5.3.15) 中 第 二 种 选取 及 式 (5.3.16) 一 式 (5.3.18) 中 各 


种 选取 所 对 应 的 差分 格式 的 修正 方程 式 的 


出 于 下 。 


第 一 种 选取 


vao 今 将 分 析 结 果 列 


第 二 种 选取 


v — 


i (Ax Yu ! 9D 


ya 7 -证 (Az)>a ' < 0 


ya 一 


_ ipae Tao 


by (arya ` >0 


Va 一 


一 Far) >O 


nlar) a <0 


hA Bi , AJER Burgers 方程 计算 得 到 的 激 波 附 近 u Mu 


的 各 阶 导 数 变 化 图 五 


< 


SU 
pty 


np. 
在 激 波 上 游 ,有 |A/ 


-Af MILLS (= 


在 激 波 下 游 ,有 | ay 


|Af^ ay 


7 2 


JA -af 


再 根据 5.2 Wr iN HERI BERE AR IET vy 


jerga. (25 


Pu 


JE 


a 


+ 
TT ; 


tien la, E: 4)«o; "m TEM 


5)»0. 


* 
i <a 
Li fj. i 


E * 
. +3 Af, e 


N (ZE) >o, 
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到 关于 1 和 A ;的 如 下 表达 式 


"Af 1| < [ara 1 | 时 
+ 1 + 
f, tf. + 
Ts[ CaF 1- A 1), (Af; 17 AF 3)]， 
3 its 了 2 2 7 2 
Ala = < (5.3.23) 
° ° TOME: rmm 
175 了 
十 1 + 
f, *3554- 
quA a7 Af LOS, 1 - Af, id], 
5 ita ity at 3 
4 lara|< [aale 
2 
fi a a 
(Af, s Af DA i — Af, 1)] 
ha E (5.3.24) 
i+” 
? ^ [Af 1 > [f.i 
fac FAS a3 + 
L lO r 5 - Af, 3), (Af a- AF LaL. 
3 HF it j*9 P$ 
式 中 
xM|rlzylBi 
(x, =d | (8.3.25) 
UM dy Mba D» by Lt 


(5.3.7), (5.3.8) . 式 (5.3.23) 和 式 (5.3.24) 就 构成 了 一 个 三 
阶 精度 格式 , 称 之 为 三 阶 ENN R”, 
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5.4 ENO 格式 


Harten 和 Osher 的 研究 指出 ,TVD 格式 的 精度 至 多 只 能 达 
到 二 阶 。 另 外 ,一般 说 来 ,TVD 榨 式 的 精度 全 场 不 是 一 致 的 ,在 个 
别 点 { 极 值 点 ) 处 精度 只 有 一 阶 。 为 了 进一步 提高 格式 精度 并 改善 
格式 在 极 值 点 处 的 性 态 ,Harten 和 Osher 首先 提出 并 研究 了 一 类 
新 的 高 精度 .高 分 辩 率 格式 一 ENO fast U^, REL RD 
格式 (Essentially Non-Oscillatory Schemes) 的 缩写 。 这 类 格式 是 守 
HH. 435 LU — SCIRE ELS BE ,并 且 基 本 上 是 TVPD 的 。 意 即 对 
于 这 类 格式 而 言 ,存在 与 空间 步 长 A&Az MINA Kr =O Ar) XK 
的 常数 上 ,使 得 对 于 时 间 步 数 a= T/Ir 时 ,有 下 列 不 等 式 成 立 

TV(w < C+ TV(u?) (5.4.1) 

RP «=u (zx) 是 初 值 函数 。 

由 不 等 式 (5.4.1) 知 ,ENO 格式 是 总 变 差 有 界 的 。 上 与 TVD 格 
式 相 比较 ,放松 了 对 总 变 差 施加 的 约束 ,即将 总 变 差 不 增 改 成 了 约 
东 式 (5.4,1)。 由 此 换 来 的 是 可 进一步 提高 烙 式 的 精度 以 及 全 场 
具有 一 致 的 高 阶 精 度 , 即 在 极 值 点 处 ENO 格式 的 精度 不 降 阶 。 
广泛 的 应 用 表明 ,此 类 格式 对 激 波 间断 和 接触 间断 均 有 较 高 的 分 
BESS ,因而 受到 普遍 重视 ,并 在 越 来 越 多 的 领域 得 到 应 用 。 

实质 上 ,ENO 格式 是 一 种 高 阶 精度 的 广义 Godunov 格式 。 


研究 如 下 单个 变量 的 守恒 律 方程 
Ju Aflu) 
EPI T TN = (5.4.2) 


现 讨论 与 方程 (5.4.2) 相 容 的 如 于 守恒 型 格式 


~ h. 


] a 1 
j j Ár itz j-3 


) 三 [F (Ar) ], 


(5.4.3) 
如 果 差分 算 子 E, CAL RE DL S BRUT RE 
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LE, (Aw ], = LALECAD RGS )], (54.4) 


式 中 算 子 A. EG) Ræ, u AATF o 
(D A、 是 网 格 平 均 算 子 , 它 对 任意 函数 w(t,x) 的 作用 相当 


于 在 以 z 为 中 心 的 网 格 区 间 {z — Aret Az) AR e Ga) 
的 平均 值 , 即 


(i r+ E)dÉ 


Ar 


A, wr x) wli,x) = + 

(5.4.5) 

(2) ECO RICO UA 2) BORCELT- AAEE uO, 
x)= afz), 则 方程 (5.4.2) 的 初 值 向 题 的 解 可 以 表示 成 

u(t,z) = E(t1)ugy(x) (5.4.6) 


(3) Riru ) 是 在 离散 分 布 x = lu 1 的 基础 上 进行 重新 构 
造 而 获得 的 一 个 函数 LER J i FJ PRED PY TS 


R(z.u')= M f R(a,+ £u )d£ =u’ (5.4.7) 
-到 as 
那么 式 15.4.3) 称 为 广义 Godunov 格式 。 
简 言 之 ,方程 (5.4.2) 的 广义 Godunov 略 式 是 这 样 一 种 守恒 


型 烙 式 , 它 实质 上 是 以 满足 关系 式 (5.4.7) 的 重 构 函 数 R Ceu) 
为 初 值得 到 的 下 一 时 刻 的 解 后 再 计算 相应 的 网 格 均值 的 结果 。 
ENO 格式 是 一 种 特殊 的 广义 Godunov 格式 , 它 对 重 构 函数 


R(r,u ) 提 出 了 以 下 两 点 更 进一步 的 要 求 。 
(D Bue ,zx) 是 微分 方程 (5.4.2) 的 精确 解 ,wu Bus’, 


z) 的 网 客 平均 值 ,那么 要 求 重 构 函数 R, u RAPS ult, 
zx) 的 逼近 条 件 
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R(«,u’) = utt x) E al x)Ax T O(Az '') (5.4.8) 
(2) 要 求 重 构 函 数 R(x Lu ) 满 足 如 下 “基本 无 振荡 "条 件 


TV[R(z,u )] ç TV[u(”,z)] + O(Ax ) (5.4.9) 
由 于 网 格 平均 运算 不 会 使 变 差 增 加 , 即 对 于 任意 函数 w (i， 
rye 
TVLA, w(t,2)]< TV[w(t.2)]) 
X HIT ST f £8 RE(5.4.2)BJ RE OSE 32 s B8 HJ a| T 3⁄ 
加 的 性 质 , 即 
TV[E(t)u (z)] < TV ug (a) ] 
于 是 有 
TV(u"):- TVLIA F(A) Rr, )]) < 


a 


TV[ECAt) R(z,u )]< TV[R(z,u )] = 


TV lu”) + OCAx ) (5.4.10) 
这 就 保证 了 ENO 格式 的 差分 解 的 总 变 差 只 能 有 微小 的 增加 ,从 
而 使 ENO 格式 具有 基本 无 振 蓝 的 性 质 。 

由 上 述 知 ,构造 ENO RAH KBE REHAB Rr, 
uPA TF ECAt). 

有 两 类 重要 的 ENDO 格式。 一 类 是 MUSCL 型 的 ENO HR, 
另 一 类 称 非 MUSCL 型 的 ENO 格式 。 所 谓 MUSCL 型 的 ENO 格 
式 , 简 单 地 说 是 规定 以 某 种 方式 由 网 烙 中 心 处 的 原始 变量 值 来 确 
和 定 网 格 界面 处 的 原始 变量 值 , 然 后 据 此 算出 网 格 界面 处 的 通 量 值 
的 一 种 计算 格式 。 在 数学 上 可 表达 为 


2 
JE MUSCL 型 的 ENO 格式 ,简单 地 说 是 直接 规定 以 某 种 方式 由 网 
格 中 心 处 的 通 量 值 来 确定 网 格 界面 处 的 通 量 值 的 一 种 计算 格式 。 
在 数学 上 可 表达 为 


" 
: _ Wl (Ck 
ha 一 fn, ui - 228, Hye, (5.4.11) 
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(k) 


= Se rw, 7 (5.4.12) 


"n ENO 格式 作 了 较 仔 组 的 介绍 。 限 于 箱 幅 ， 
只 介绍 一 类 半 离 散 的 NO 格式 , 它 是 Chi-Wang Shu 和 S. Osher 
HOR 。 

仍然 以 单个 变量 的 守恒 律 方程 (5.4.2) 为 例 说 明之 。 

它 的 半 离 散 守恒 型 格式 为 


duy __ 1 | 
ti Ax Med chap (5.4.13) 


Chi-Wang Shu 和 S. Osher 提出 的 这 类 半 高 散 的 ENO 格式 具 
有 以 下 两 个 主要 特点 。 

(1) BAR FAW f(a AA (Cu) DET FUR SEA JG GE 
质 的 插值 多 项 式 rh CF ii Er EA 2 (5.4.13). 

(2) 用 具有 TVD 保持 的 性 质 的 Runge-Kutta 型 高 精度 的 时 
癌 离 散 格式 来 求解 常 徽 分 方程 组 (5.4.13)。 

下 面 来 介绍 具有 基本 无 振 葛 性 质 的 高 精度 空间 离散 格式 的 构 
造 方法 ,也 就 是 构造 满足 相应 要 求 的 半 离 散 格 式 45.4.13) 中 的 数 
值 通 量 h ,1 ,使 得 


9 r 
Eae p = [2] eoa) aao 
+ its 175 da . 
z 
如 果 令 
2 
a a f m 
h y = fix 1) + 18, Ax” " + OCAx !) 
f#ty zt tol £ or 4 
ite 
(5.4.15) 


式 中 od sm _， 为 待定 常数 。 
由 Tayior 展开 知 


- - C 1 A i af m+ 
fa) =s D B|) Ga) 007^ 
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3 £ k i 
. v3 1 Ar af 2m+1 
fog re Ba) ou] coe 
TET 
S. QUU 97 E amal 
fix, a) — fix, 1) = D Ë zai) + OfAr m) 
ià i £32"0s Drs]. 
完全 类 似 地 有 
pP, 24 
^ 24 = [2 J _ 
z 9r J] a lee J | 
my m3 
mold 252141 ge 7 
N. Ax E . + OCA 2 _ 
— 2" (25 + D! FEMME ; 
"E 2*1 Hel. 
N 1 Ax 2 2m+1 
313 — + OA ) 
£ 2 rasmi M 
引进 符号 a ==1, 则 由 式 (5.4.15}) 可 得 
2 AID. 
"EA z ] 
h 工 一 内 1 三 4,02 3 2t 21 |+ 
ity iF - X d ar E 
2641 


2m*l ` q, Àx 
O( Az y= > - -— x 
EH oR 21 + 101 


i=n -r 2 
SU ^ 241 
= tOr Jely = ga Xx x 
= Jj XN uH E ~ 20411 
jq amit 
2541 t OCAx ) 
T i 
显然 ,如 果 gs qug UU ,满足 如 下 方程 组 
> 一 
: =Ü,(£ = 1,2, - 1) 
£ XU Gk 27 4 1) 


(5.4.16) 
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则 | 条件 (5.4.,14) 将 得 到 满足 。 
由 方程 组 (5.4.,16), 用 递 推 法 容易 得 到 如 下 特定 常数 
1 7 31 
42 —-- 34: “4 8 
镜 下 的 问题 是 如 何 确定 满足 式 (5.4.15) 的 数值 通 量 hlo 


下 面 来 介绍 关于 h ,1 的 三 种 具体 算法 。 


5.4.1 ENO- LF 算法 
Jod uS E /(u)5y BD 


fla) =f (u)+ f (u) (5.4.18) 
` df^ df 
AB du zm, m <0 


满足 上 上 述 要 求 的 通 量 分 发 方 活 有 许多 , 现 采 用 如 下 简单 方法 
f (x) = Iu t au | | 


i (5.4.19) 
f (a) = AL pl) - aul | 
式 中 a = max a 


SA Jes AU HIHA Lu, | (其 中 uj = wu(zz)) 所 确定 的 1/ | ,其 
PASSE OQ ay) A =a, EEA sn 
RPS, 1(z), 并 要 求 它 具 有 所 要 求 的 精度 , 即 


pr = G)* (Az), Ez IS TAB, 
2 
(5.4.20) 
逐次 求 导 可 得 
2k Zk .+ 
a £ 9 ` m . 2m- 28+1 ) 
一 一己- _ " Ll 
Ls mot} 1 1” 4 V O(Ar | 
Wg +S 
(k = 0,1,**,m) J 


(5.4.21) 
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最 后 , 按 如 下 方法 就 可 确定 所 要 求 的 数值 通 量 A O, 


hi =h ath i 
IX Ita H 
25 i 
mol 1 
+ + 2k tts 
ho. = Pilz i) + Play, Ax 2 
+s i+” ity er £ 
7 B X SQ 
it” 


(5.4.22) 
式 中 系数 a, k 1,2," 7m 一 上 由 关系 式 (5.4.16) 决 定 。 实 际 
上 ,由 式 (5.4.22), 式 (5.4.21) 和 式 (5.4.20) 可 得 


h` (er 2m+1 
ac f° (=, "E DEN Ax |— + O(Ax 7775) 
uL i ax 4 
itz 
FAS Ja BI 8 
= 2k ae 2m+1 
harc flr) + >a, Az NC " + OCAx ) 
2 


这 就 说 明 由 式 (5.4.22) 确 定 的 数值 通 量 hj, ER E SR (5.4.15) 


的 要 求 的 。 
至 此 , 剩 下 的 工作 是 构造 满足 式 (5:4.20) 条 件 的 插值 多 项 式 。 
为 此 ,要 利用 ENO 格式 中 的 移动 模板 思想 , 意 即 自动 地 在 可 能 的 
插值 区 域 中 选择 最 光 清 的 2x +1 个 节点 来 进行 插值 计算 。 对 于 
B E YE BE ROA EB LT o C LO PLC mm(z) 而 言 , 其 光滑 性 的 
信息 只 能 由 它 的 各 级 差 商 表 来 提供 
EI EE wir] = wi) 


wlz] - wl] 


一 级 差 商 表 wl zz] = 站. ,| 一 站 
isl i 


当 已 经 确定 了 上 - 1 级 差 商 表 后 , 级差 商 表 可 由 下 式 计 算 确 定 
wE Eirg] _ zo [2 ts tise 1] 


+;,, — oi 


what. ayy l= 


(5.4.23) 
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现在 就 可 以 来 确定 P splo P j (2) HOE SE F. 


(1) MEME EE KO = KO =j, Q = f (zj)。 其 中 上 
标 (0) 表 示 初 值 ;K F 天 分别 表 示 撒 值 区 间 左 、 右 两 端 节 点 的 
编号 ; Q ,表示 插值 多项式 。 

(2) 递 推算 法 。 假 定 已 经 有 了 KC U K 和 QU I) ak 
意味 着 已 经 有 了 一 个 含 n 个 节点 的 模板 [xxke -zxw-o]( 揪 值 区 


Ca 1) 


闻 ) ,以 及 在 此 模板 上 的 » 19 f£ 48 EUG Q, {xz)。 在 如 下 
两 种 可 能 扩大 的 模板 [ z oco |Z OD + 11 和 [ x ooo _ 1, min] 


上 分 别 计 算 F(z) 的 n ER 


a? = FÉ [zy eon tt anon +1] 
" ü T (5.4.24) 


b = f [ran = 1y targo] 


K... 


并 根据 它们 的 绝对 值 大 小 来 确定 新 的 模板 的 范围 KU LK IURI 
Lco zc LER n EHE AUR QU Gr: 


G) Mai 1 LAIT KU = KO LK = KY, 
K" -1 
Qi” (2-12 8 
(z) = Q (+6 Te 
(5.4.25a) 
" (n) (n) (n) _ (mn 1} (n) _ (n-1) 
(ii) Sle |< |b | 时 ， Kom = K in -K nax ~ K max t 1, 


PL 


(n) ( un (m) TT 
Q” (z) = QU U (x) ta” [f (z- z) 
FU 


(5.4.25b) 
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(3) 继续 上 述 递 推算 法 ,直至 n 2m 为 止 。 令 P GO = 


QU' (r) ,这 就 是 所 要 求 的 2m 阶 插值 多 项 式 。 
P, 1(z) 的 递 推算 法 如 下 。 


E 


(1) 给 定 如 下 初 什 KOO = Kov QU GO) f Gs 
(2) 递 推算 法 。 seen KU Ko Un QU coma 
下 确定 K U.K 和 Q(z)。 其 确定 方法 与 NHOLLI 


Fede AE BECO) HEAL AMRETA / BR PHU Q E 
Qe 
(3) 继续 上 述 弟 推算 法 ,直至 n=2m 为 止 。 令 P. a G7 


QU" 


(r) ,这 就 是 所 要 求 的 2z 阶 插值 多项式 。 
为 便于 实际 应 用 ,下 面 给 出 若干 低 阶 的 播 值 多 项 式 P (x) 


ity 


相应 的 数值 通 量 h ,3 。 
(1) 一 阶 格式 的 数值 通 量 
此 时 取 PIG) = QP (2), P] (2) = QU GO, FEM 
值 通 量 为 
和 和 Co) + eu] 
hoi = P ilz 1) = fa - UG) - atja] 
its ity dta 2 


hoy ha thua o 40 flu) + Fu) 7 aQ 7 u)] 
5 +5 2 1 J J j 


(5.4.26) 
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自 此 可知, 在 选择 表达 式 (5.4.19}) 形 式 的 P (Cum f Cu mi 
下 ,得 到 的 数值 通 量 式 (5.4.26) 是 Lax-Friedrichs 型 格式 的 数值 通 


Hh. PB a = 从 之 max| 了 (4)|, 则 是 经 典 的 Lax-Friedrichs 格式 


的 数值 通 量 。 这 表明 ENO- LF 算法 是 在 一 阶 的 Lax-Friedrichs 
型 格式 的 基础 上 来 构造 高 阶 的 具有 ENO 性质 的 数值 通 量 。 
(2) 二 阶 格式 的 数值 通 量 


此 时 取 P aGO Q GO,P; (z)= QU GO. WTR 


it 


ta 一 


RE XB OQ E Pi Cr) ARERR gp BR (2) 中 的 计算 过 程 ( 式 
(5.4.25)) ,需要 引进 以 下 函数 


a,Mjal« al 
mMíía,b)- f (5.4.27) 
Db. MIapmielm 


这 个 函数 对 其 变量 a ,e 是 不 对 称 的 。 于 是 有 


^, +- 
C) f, eG daa] ES 4 | 
Ax C Ax E 


A 
Qa” (=) =f t (z — r Dmm e AM e 
d L år OC Ax 1 


QU 


RHA Pf —f AS =F OF e 
2 2 了 了 
由 式 (5.4.22) 可 得 二 阶 格式 的 数值 通 量 为 


hic Pg (a, w= f+ FmM(A,, if T a | 
. _ r 
=P ile p) =f- 5 mM(A, f I af )| 

2 173 *2 


(5.4.28) 
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它 相 当 于 在 式 (5.4.26) 的 基础 上 作 了 相应 修正 。 


(3) 三 阶 格式 的 数值 通 量 


此 时 取 P; p(x) =Q; (x), 


(2) 


P a Q (z). 


bale 


(2) a 


QU (2) = QU (2) 4 


+ 


CENTIES 


2Ax 


—— D MICA sf A af), 
Py H2 
(A a£ - A, if 1 la a E la LE | W 
its 了 了 ”2 


(x — zix- 


3 MICA, I-A af D. 
2Ax ity Tr 


| afd sf 141A |S laf] RE 
d 2 J 2 J > d 2 


Q” (x) = QU (x) + 


4 


(x - Kya dla 一 Zira) 
2Ax* 


mM[(A sf —5,5f )， 
(A af dif MIA sf l< |a af lR 
it? 1+7 1+2 了 


(z - x,,,)(4 - z;) 


E -T U 
DAT mML, 3 f Aaf), 


its 


(A if - A 1f O] MIS af |S |A if | 时 
itz 1-3 uu 149 


由 式 (5.4.22) 可 得 三 阶 格式 的 数值 通 量 为 
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` _ pt Iar” pt - 
+ 1 + 十 
f, Cy mM, LE Af) + 
(4 1 1 + + 
(- $ - zi)" MU, f Ayah), 
(A ifl A if 14a (ft |< la if | 时 
i+ i-> ita J 3 
= 
3 1 + + 
[g ~ ag MUA, if Af). 
(S af - A sf14lA ift |2 |a af | 时 | 
ig i$ 1+7 7 2 
ho. -PCz i) dA 13 p` (z 1) = 
pp UP p) ah aP igo) T 


- 1 _ _ 
fu" 2 MMA, af A 17 ) 十 


(Asaf A if ))5|A sf |< A af | 时 
I+3 Ita it j*3 


1 1 - 
-3 一 ai] MUA, s f 一 ), 


itg 


(A if -A sf L4lO SK IA af | 时 
2 1-1 272 TU 


(5.4.29) 

它 相 当 于 在 式 (5.4.28) 的 基础 上 又 作 了 修正 HEAR EMBEDS 
的 。 更 高 阶 的 数值 通 量 的 计算 中 将 会 蔚 现 更 密 的 分 叉 。 

将 式 (5.4.29) 与 式 (5.3.23) 及 式 (5.3.24) 进 行 比 较 , 发 现 

ENO - LF 算法 中 给 出 的 三 阶 格式 与 三 阶 ENN 格式 在 形式 上 是 
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十 分 类 似 的 ,它们 之 间 的 差别 仅 在 于 其 中 的 限制 函数 mM Ca, b), 
未 (5.4.27) 与 ms(a , 062, (5.3.25) SF] Et o 


5.4.2 ENO - Roe 算法 
这 种 算法 的 特点 是 采用 原画 数 重 构 技 术 ,在 一 阶 Roe 格式 的 
基础 工 构 造 高 阶 数值 通 量 hie 
S Forde f Gr)BmIEI« 
FG) = | flulx))de 


根据 已 知 分 布 1u ou, = x(z ) RES AL 


z 
+ 
mg 


f= Muda ge | fena 


Ed 


RU ERR FE T x 4 处 的 值 为 | 


+ 


F(z i) = SA Ar = D Cu, Ax 
Jta b= kek, 


Hi SH, PT 898 Se Jus PRSETER GFK 
Fla, oz, 11 = flu,) 


1] = 


Fla, germ rra 


Flz, pore aui] 一 Fle prose 


itkts bos 


下 面 给 出 ENO- Roe B1 PIERDERE A 


fac 
= 一, 按 如 下 方法 确定 K 


j*l 


的 步 又 。 


T! 
2 
(1) 根据 Roe 速度 值 了 


+4 


fq) 
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Q "° (5.4.30) 


Qa) = Flag pt ae auo) S431) 


min 


(2) iB. BECA KO M QU U (z) n FE 
确定 KM QU o 


Ca} 
E a 一 Fla gto perge, a] 
(n) 
b ES Place Qaem B PEE 11 
(i) 当 | 《| | I. 
KS KL -1 | 
in-i} 
K + 1 
Q(x ) = E QT Dey e Bi? Il (x - ox, 1) 
"P 2 
(5.4.32a) 
Gi) la |< p 7 I 时 , 取 
(2-1) 
(0 *a-l ` 
Q” (= ) = = QT P (z) +a (n) Hi (x T “| 
[n-1) 
k= 
(5.4.32b) 
(3) r+ 1 阶 格式 数值 通 量 
hac Ee 69] (5.4.33) 
1*3 = i 
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式 中 


ES 


Q i(x)—2Q, (x) 
ny 


为 了 便于 实际 应 用 ,下 面 给 出 一 阶 和 二 阶 格式 的 数值 通 量 。 
(1) 一 阶 格式 的 数值 通 量 
此 时 取 


462) = Q, (z) = F[z m 


ese q Ker me 
于 是 有 
hat = Flan sox, = fU) - 
feu), H a,,1 22 0 RI 
nn 4a, a< 0 时 
上 式 也 可 写成 


hag = Zl Fu) + Fly) = lag l (a, = )1 


(5.4.34) 
它 正好 是 Roe 格式 的 数值 通 量 。 
(2) 二 阶 格式 的 数值 通 量 
此 时 取 


Q 1G) = QP (z) = 


fCuj)(x — zm. 1) + (z a 1)(z — ay, 1) x 


fa £ fi fi _ 
"M (i E jagon 


FA 54, Cx -1) 二 (rz 一 za, 1)(= 一 2,3) x 


f, T fa fu -= f i) m 
M [£s ju di Evi 时 
m 2Az Zar | 4h < 0 


SOEEqz. Sa 
E > 2-2 


= 一 E MMA aA P, 
7 B1 


5.4.3 ENO- LLF 算法 
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“a, 0R} 
i*$ 


NM a 1 < 0 AY 
its 


(5.4.35) 


这 个 算法 的 特点 是 采用 原 函 数 重 枸 技术 ,在 一 阶 局 部 的 Lax- 
Friedrichs 格式 的 基础 上 构造 高 阶 数值 通 量 h , }。 


先 将 通 量 f( u) TR. 


f(u) = f (u) + f (u) 
式 中 


f (a) -lifo ta ru] 
H 


f (a) 23460 -a yu] 


iF 


2.1 =max| //(u)] 
t TE uuu 之 间 


J 


(5.4.36) 


F (5.4.37) 


与 ENO-LF 算 法 中 的 通 量 分 裂 方法 的 区 别 在 于 此 时 的 a 是 


与 ?二 二 有关 的 常数 。 
4 F (zx) 分 别 是 £^ Cu Ca) BIER GR A 
F* (2) = [f (ule) dz 


根据 已 知 分 布 [x,1 cus m u Gr) GEAR T | 


- 
| 一 


x 


E 


f (uCr))dx 
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MERR F fE == z ,1 处 的 值 为 


F Gp = DA -Èr (u )Ax 
ETME sg S ulaf DAREM F (x), 


F (2) MS 832 Hg 


FO Ur Td = f Cup) = Lu) + 2,1] 


F LN L2 F LUE TEE 
Teal o uei 
下 面 给 册 ENO-LLF 算法 中 确定 数值 通 量 A, LWA Re 
G3 计算 QU x) 
BRM Fe 


Qi G jaf COIC -ax 1) 


然后 用 ENO - Roe 算法 中 的 步骤 (2) 由 已 知 KO”, 


QU. (x) 计算 K Qe) BAN (2) Hk 


(2) 计算 Qe Go) 
首先 取 如 下 初 什 


QUG) = f GG zu) 
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1) 


然后 用 ENO - Roe BPE PH BJ b BE (2) H EL I K. 


(n- ti 


Q7 "GOWE K^ QU (xz) 直到 QU (x) 为 止 。 
G) r + 1 阶 格式 的 数值 通 最 为 


dQ. | dQ ， 
h 1 = d (x. DE: ic. ij (5.4.38) 
1ta X ity itg 
式 中 QNR U (r), -" m KOF 


5.4.4 用 统一 的 方式 构造 ENO Ht (UENO)! 
在 构造 高 精度 的 半 离 散 格 式 时 ,往往 要 合用 一 些 限制 函数 。 
例如 


. sgn(r)min(| x |,1 y|), H os > 0 Bf 
minmod(.r,y) = 


0 > 当 ry < 之 0 时 
(5.4.39) 
z, 4lrel< |y| 时 
y, Blyl< |+ | Bf 
s(z,y) = 5.4.40 
my = wills [yl ay > 05 440) 


0, 4lel= |y| H.xy On] 
还 有 许多 其 它 的 限制 函数 。 另 一 方面 ,在 ENO 格式 的 构造 
中 还 使 用 了 滑动 模板 技术 , 即 需 要 比较 备 级差 商 绝对 值 的 大 小 来 
确定 插值 函数 所 使 用 的 插值 区 间 。 在 以 这 种 方式 构造 的 格式 中 ， 
计算 会 式 将 根据 不 同 条 件 进行 分 叉 , 且 精度 越 高 分 叉 越 多 ,因而 不 
适 会 于 并 行 计算 好 理 。 为 此 韶华 漠 提 出 了 用 统 -- 方 式 构 造 ENO 
格式 ,避免 在 计算 中 出 现 条 件 判断 ,以 便于 作 并 行 计算 。 
首先 ,上 曾 给 出 的 两 种 限制 函数 式 (5.4.39} 和 式 (5.4.40) 可 
以 通过 改写 它们 的 表达 式 形式 来 达到 既 保 持原 来 的 函数 关系 不 
变 , 又 避免 计算 分 久 的 自 的 。 容 易 检 验 , 如 下 表达 式 形式 正 是 所 需 
要 的 
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minmod(z,y) = T [sen( z) + sgn( y) ] x 
(lel+ Iyi- |lel- Dol [) (5.4.41) 


ms(r,y) = L gnl zy(z + y)] x 


(lel+lyl-|lel-ly!]) (5.4.42) 


玉 面 介绍 UENO 格式 的 构造 方法 。 现 讨论 如 下 一 个 变量 的 
非 线性 方程 
au , 9 f(u) _ 
at az 
其 目的 在 于 用 统一 的 方式 来 构造 上 述 方 程 的 具有 + 阶 精度 和 
ENO 性 质 的 半 离 散 格 式 
(He) Oa ap kaa 


J 


CRER EWER E LR OR BY SA th 1 的 表达 式 。 


首先 决定 采用 矢 通 量 分 裂 技术 ,即将 通 量 录 数 FC u ) 2) EE 
f(a) = f (u) + f (u) 


0 (5.4.43) 


Xp 


df” df 
du 20, du x0 
E pat MES B 38 QUE PUE: ph 
h 1 = h. +h 1 
ur rng ita 


格式 具有 r 阶 精 度 ECHOS SCR SN RE Oh, LARP 


条 件 


d. [X r 
Ar (h cA D = (SE) + O(a) (5.4.45) 


了 


或 者 要 求 分 别 地 满足 如 下 两 个 条 件 
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1 , ， are n 

A 一 hi) = ( " J + O( Az y | 
(5.4.46 

Lir 一 h ) = 2L) + OCAx } 

Ax ji 了 1 d 


正如 本 节 开 头 忆 证 明 的 那样 ,如果 
EN Ey 
+ E XD afd f ee 
h 一 f (a1) F > a, Ax | x! ) 1 * OCAx 1) 
its 
(5.4.47) 
其 中 上 是 不 大 于 > 的 最 大 奇数 值 , 旦 谱系 数 es ,ai,… 满 足 关 系 式 


(5.4.16), 其 中 ao — 1, BARR h RR GCG. 4 46), 


sg | 


— 
zi 
2 T 


FE, [a] i 38 IH £i 29 n faj Hr Si — BJ Jy SX Fg Ë 


(120,1, (e - DID ALA + 阶 精度 的 近似 表达 式 。 

邬 华 议 证 明了 ,对 于 真正 非 线性 的 守恒 律 方程 ,高 于 二 阶 精 度 
的 MUSCL 型 格式 是 不 存在 的 tt。 为 了 获得 高 于 二 阶 精 度 的 
ENO 格式 ,将 讨论 限制 于 非 MUSCL 型 格式 的 构造 。 


为 此 ,需要 利用 已 知 的 分 布 1 | 
f: = f° Gu) = f° QGD- f° (zi) 
来 构造 z= 工 ,4 附近 的 多 项 式 P,,1(z), 使 得 


Pp,,3(x) 一 F (=) + OfAzr T), Kja 一 zals Ax 时 
2 


(5.4.48) 
有 了 这 个 多 项 式 之 后 , 令 
. [z] „(P a 
+ _ t i gta 
dm B Pip) + 2; ax Ar 3 ES 
gta 


(5.4.49) 
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TR , 它 满足 式 (5.4.47) 的 要 求 , 也 就 是 所 需要 的 x 阶 格式 的 数 
值 通 量 。 

洪 是 条 件 式 (5.4.48) 的 多 项 式 P ,1(z) 不 是 性 一 的 ,下 面 介 
绍 确定 以 迎风 方式 和 对 称 方式 通 近 P" (xz) 的 多 项 式 P Gf 


两 种 方法 : 
(1) 在 迎风 方法 中 ,规定 


+ n Gr ox trk) 
Paas MD 
2 = rar 
Ut j (5.4.50) 
LN REC ta py 
PG kt RIAT E 
XB 
ko 
* g r+ 
O = atf 5 + OCAz ) 
d 3a 
J 
k 
. a " (5.4.51) 
p? 一 | + O( Az 1) 
mn ox j*l 
(k = .2,7,r) 
(2) 在 对 称 方法 中 ,规定 
Gr — x1) 
* * +f 
Pita) ~ A, P Li 
= aw 2 
L) (5.4.52) 
£ — x. 
- _ `` 了 了 mes) 
Pit) i k=0 RIA Ë jd 
Ap 
boa 
i) _ af OF re 
Pig = & a NES ) 
2 
kB 
_ atf 4 (5.4.53) 
DL] = aa] 5 + O(Az 1) 
i$ Or fy 
P y 


213 


显然 ,如 果 对 于 各 阶 精度 7 =2,3,4,… 已 经 分 别 确定 了 满足 


条 件 式 (5.4.51) Bob (5.4.53) 8 DD DID IT, 
H . * ty 173 
k-0,1,,r, BA RIK KR (5.4.50). A (5.4.49) AREA 
(5.4.52). 式 (5.4.49) 即 可 确定 各 阶 精 度 的 迎风 型 数值 通 基 各 对 
称 型 数值 通 量 。 其 结果 如 下 。 
(D 二 阶 精 度 >=2 的 情况 


(i) 迎风 型 格式 


h: | = s. Lit) lie; 
ita j 2 ij 8 i (5.4.54) 
op bg, i a nu 
Rat ~ Dia 5D, t gP; 
(ü) 对 称 型 格式 
hy = DIY 
ity Itä 
- _ (5.4.55) 
1 = D 
了 + 了 了 十 
(2) 三 阶 精度 >=3 的 情况 
Ci) 迎风 型 格式 
+ pt 1l >+ tD l +62) 1 +a) 
hs 7D, tod, tg” ag; 
1 +(2) lO 
P; * 3D, ) 
- nU 1 50 140 1a | 
hun -D,, ~ 2Di t gD ~ fDi T 
l =] 1 ,3) 
34 Dj 2 Dj ) 
(5.4.56) 
GD 对 称 型 格式 
tm 1 440 
hup Pul 24D | 
“a 1 " (5.4.57) 
hut Di 7 40:9] 
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(3) 四 阶 精度 r=4 的 情况 
(i) 迎风 型 格式 


十 -(0) 1 ttl) 1 +(2) 1 +(3) 
hui =D, 2D, gD, tab, + 
1 tid) i +(2} 1 +63) 1 +4) 
384”; 2a P; + 5D, r ^| 
o. Da, 1,5402 1 m», 
hul CD. 7 ZP tga ~ ARP in 
d 4-46 1 - L,-, laat 
384 ju 24074 2D. *38 ja? 
(5.4.58) 
ii) 对 称 型 格式 
, = +) 1,0 
yet Pl 24 EE 
"a (0) 1 lp (5.4.59) 
jn Bl 24 74d 


需要 说 明 的 是 ,虽然 在 于 述 不 同 阶 精 度 的 数值 通 量 的 各 个 表 
等 ,但 是 由 于 精 


达 式 中 出 现 某 些 符号 相同 的 量 ,例如 p!” D + 
度 要 求 不 同 ,它们 的 计算 公式 是 不 相同 的 。 
最 后 , 剩 下 的 工作 是 推导 各 种 精度 下 D ",D 
式 。 
首先 ,由 给 定 的 分 布 | 7 1 作出 各 级 差分 表 , 令 
A =f 
z(1) +(0) +(0) + + 
Anl A TA “= fa WS, 
a" map once 
M mM ONU fa MEM 


+ (Ë) ` 
D 1 的 计算 公 
PT 


ti +t HGR) 5 _ 1 B + £ 
J _ A, ô, 1 fa 4f, 1 + OF Afi, + fia 
Atak) = art?) _ ACC 
"up j+l j 
ate = AC. Dl WA 
J ity 了 了 
(1) 二 阶 精 度 + = 2 的 情况 
由 于 
> ,+ 
+(2) a 
a = [55] + OCAx? = 
j x |. 
j 
ap ag 
a£ —3 ) + O(Ax*) = ed £ ) + O( Az?) 
az l ax 1 
i*z i-z 
因此 令 
NT (2) #(2) Ff 
* — +(2 +(2 _ > 3 
Dia (A i QA) — Ae ea w 
ita 
f 


2 
DO L p+) SEQ af? 


. 1 
i71 


(5.4.60) 


" 2 
a? = Ar z ) + 1 az L ) + O(Ax*) 


i i i 
TM af") 1, [Pf ; 
5,1 i ax ax " ze ax J + O(Ax) 
则 有 
D 1 QD ef) 3 
jd 2D, i [= + Oar ) 
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- i gf 
aip? = az( 区 + Olar’) 
2-5 2 is PES ; 
因此 令 
a) QOO Dee QOO, thy _ i 
D (Ait 一 >D 1658.1 + PD 1) 
af. 
As (A) + OCA) 
Jar 
J 
1 +f + a 7 ! 
pi =l pt , pr? = (2 | + OCA?) i 
L'a 2 itl i ay 204 
ity 
(8.4.61) 
RIAA 
+ Zot 
+ + 1 af | l, : 2 f ) 3 
f, i A bae 1 + gaz PE + Oz") 
了 十 可 ity 
2 一 
_ 1 (£) l aftf 5 
fa = Syn tyr aga CAT ) 
ity its 
因此 令 
+) + 1 +t) 1 +2) 3 
D. = f. ot 2D, res = fi + O(Axr*) 
-@) — 1 LE) l (2) 3 
Dot fia zP jl g Pia! = fug + OCA) | 
(5.4.62) 
最 后 直接 今 
+(0) = A f (5.4 63) 
E J i 


tk} tte} 


H Rik k (5.4.60) — 3x5 (5.4.63 AHN DOD 
J J 2 


0.1.2 是 满足 关系 式 (5.4.51) , 式 (5.4.53) 要 求 的 。 将 它们 代入 
déik aA 5.4.34) , 式 (5.4.,55) 即 可 得 到 二 阶 UENO 格式 的 数值 道 
&. 


(2) 三 阶 精度 r=3 的 情况 
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EUD 


此 时 ,满足 关系 式 (5.4.51)、 式 (5.4.53) BOR A D, 


Dj (RE=0,1,2.3) 可 给 出 如 下 


"c £G) 1G 
DO = msta T LAT) 
了 ita i Š 
=(3) u 1l 1.43) +(3) 
pt = TP D, ! 
#12) 1.20) aQ) 1 #ta, | 
D. i| = ma( A = D . 十 PD ) i 
"P 2 H3 H 2 
= t +(2) 
DP = l (pt? + pt) 
i 2 jt j- 
+(1) +1) 1 £0 ] #03) 
j = ms A1 -2P,4 tp 
- > MEL 
NO + 2D «Lp '] 
ms 12 ai 
2 
-() _ l, tt) sah Lt) 
"ni m (D... * D, )》 8 id 
Hg) tO) O 
Dj, SA =f; 
+(Ü) + ] il) 1 MEL e» 
=f +> -> 
Dij e S -ght + HP 
-Q) _  - lp 1 -2 14-0 
D, — Fin 2 Disl g Psd ~ agb,.1 


将 式 (5.4.64) 代 大 式 (5.4.56) . 式 15.4.57) 即 可 得 到 三 


格式 的 数值 通 量 。 
(3) 四 阶 精度 x = 4 的 情况 


(5.4.64) 
阶 UENO 
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此 时 ,满足 关系 式 (5.4.51). 式 (5.4.53) BR DOO 
Dii ,k= 0,1,2,3,4 可 给 出 如 下 
D? = m(t AUD) 
DET ' 了 
pt” " Lgo% + D 
pi? = os 人 _ 1 NES +(3) + rt2D a 
FEED 
FLOREM 
A. lp". xD. ) 
pi^ _ lor D _ lp? 
o" eet? Lore ibid Boe? 
A n PLE ids. 35D; 2) 
^i = IO. pi) - 3D; 
pi? = AP _ 
oen i63 Ao ede ho; 
DE = Sa Dui - wi E EE NI 
(5.4.65) 


TER (5.4.65) 48 AX (5.4.58) 35 (5.4.59) Bp OT £8 Sl pur UENO 
格式 的 数值 通 量 。 
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5.4.5 WENO 格式 

ENO 格式 的 主要 思想 是 在 若干 个 可 能 的 插值 区 域 中 选择 一 
个 最 光 将 的 播 值 区 域 , 用 来 进行 插值 计算 以 全 高 精度 地 逼近 网 格 
界面 处 的 通 量 ,并 且 同 时 可 避免 激 波 附近 的 虚假 振荡 。 

ENO 格式 除 激 波 处 外 全 场 具 有 一 致 的 高 阶 精度 。 但 它们 也 
有 某 些 缺点 ,而 这 些 缺 点 也 正 是 由 在 若 语 可 能 的 捅 值 区 域 中 选择 
一 个 最 光滑 的 区 域 这 个 主要 思想 所 产生 的 。 一 个 缺点 是 在 解 和 它 
的 导数 的 零 值 附近 即使 一 个 舍 人 误差 扰动 也 可 能 改变 最 光滑 区 域 
的 位 置 ; 另 一 个 缺点 是 由 于 在 选择 插值 区 域 的 步骤 中 包含 着 大 量 
使 用 逻辑 语句 而 不 便于 进行 并 行 运算 ;最 后 一 个 缺点 是 增加 了 楼 

显然 ,如 果 插 值 区 域 位 于 解 的 光滑 区 , 则 利用 高 次 多 项 式 来 通 
近 网 格 界 面 处 的 数值 通 量 可 以 达到 足够 高 的 精度 ,但 如 果 该 插值 
区 域 中 包含 着 间断 ,那么 利用 高 次 多 项 式 来 通 近 网 格 界 面 处 的 数 
倡 通 量 将 不 太 精 确 甚 至 根本 是 不 精 殉 的 。 因 此 ,在 若干 可 能 的 播 
值 区 域 中 选择 一 个 最 光滑 的 插值 区 域 , 用 来 进行 插值 计算 以 便 高 
精度 地 到 近 网 格 界 面 处 的 数值 通 量 这 种 做 法 在 间断 附近 是 非常 希 
BW ASRS HAAS HK RNA. E 
这 种 做 法 在 光滑 区 域 中 就 不 是 那么 希望 的 了 ,因为 这 时 每 一 个 可 
能 的 插值 区 域 能 给 出 几乎 同样 精确 的 网 格 界面 处 数值 通 量 的 近似 
值 。 

基于 上 述 分 析 ,Liu,Osher 和 Chan"! idi T WENO( weight- 
ed essentially non-oscillatory ) 格式 , 它 是 从 由 Harten, Osher, En- 
gquist 和 Chakravarthy ^£ 438 Ht 的 网 格 平均 形式 的 ENO 格式 的 
基础 上 发 展 出 来 的 。 稍 后 ,fiang 和 Shu" f IH Shu 和 Osher 提出 
的 通 量 形式 的 ENO 格式 * 发展 成 WENO sk. 

WENO 格式 的 基本 思想 是 将 ENO 格式 中 只 用 一 个 最 光滑 的 
插值 区 域 来 提供 网 格 界 面 处 数值 遂 量 的 近似 值 的 做 法 改 成 将 每 一 - 
个 可 能 的 插值 区 域 提供 的 网 格 界 面 处 数值 通 量 作 加 权 平 均 。 具 体 
地 说 ,对 每 一 个 可 能 的 插值 区 域 赋予 一 个 权重, 它 决 定 了 该 插值 区 
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城 对 于 最 终 的 网 格 界 面 处 的 数值 通 量 的 贡献 。 这 些 权 重 可 以 这 样 
规定 ,使 得 在 光 请 区 域内 ,它们 趋 近 于 某 种 最 佳 的 权重 以 达到 更 高 
阶 的 精度 ;而 在 间断 附近 的 区 域 中 ,那些 包含 间断 的 插值 区 域 被 器 
了 几乎 为 零 的 权重 。 这 样 ,在 间断 周围 由 于 模仿 了 ENO 格式 的 
竹 法 (包含 间断 的 播 值 区 域 对 网 格 界 面 处 的 最 终 的 数值 通 量 的 贡 
献 几 平 为 零 ) ,从 而 获得 了 基本 无 振 葛 的 特性 ;并 且 在 离开 间断 的 
区 域内 由 于 模仿 了 带 有 最 佳 权重 的 上 游 中 心 格式 而 具有 更 高 阶 的 
TH. 

WENO 格式 完全 取消 了 出 现在 ENO 格式 的 选择 插值 区 域 步 
又 中 的 逻辑 语句 ,其 结果 是 如 在 向 量 机 上 进行 计算 ,WENO 格式 
的 计算 效率 至 少 比 ENO 格式 高 一 倍 , 并 且 对 于 在 实际 计算 中 出 
BUE & AUR EAS BUR 

下 面 对 WENO 格式 作 简单 介绍 。 仍 然 以 如 下 一 维 标 基 守 笨 
律 方程 为 例 来 说 明 

ay, Oflu) _ 


ae * 73 (5.4.66) 
它 的 半 离 散 字 恒 型 格式 为 
(Z) = L helt i ha) (5.4.67) 
将 通 量 f (10) BUR 
flay =f (u) + f (u) (5.4.68) 
MMC 二 0。 例 如 可 以 定义 
Fe) =H Au) + au] (5.4.69) 


该 处 a= max | SA? ,这 里 是 在 u 的 整个 相关 范围 内 取 最 大 值 。 


这 就 是 整体 Lax-Friedrichs(LF) 通 晤 分裂 。 与 之 相应 ,数值 通 量 也 
被 分 裂 成 


h a= hh 1+h 1 (5.4.70) 
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下 面 将 只 介绍 如 何 确定 p” 1 ,并 且 为 了 书生 简单 ,将 略 去 上 


Bet. ST h .1 的 确定 方法 是 完全 类 似 的 ,不 肯 效 述 。 
在 5.4.4 节 中 已 经 表明 ,如 果 根 据 已 知 的 分 布 ;/， | 来 构造 
za, 1 附近 的 多 项 式 P.L 1(z), 使 得 


j- 


tal 


P (z) = f(x) OCAa 1), bn nuu ai Ar It 


(5.4.71) 
然后 令 
[2] Pp, 
haic Pile, 1) + P, anda” | (5.4.72) 
2 2 TE a | 


式 中 ao=1liaz,ai,… 满 足 关 系 式 (5.4.16) ,那么 这 就 是 所 需要 的 
r 阶 格式 的 数值 通 量 。 

由 上 述 知 道 ,r BY ENO 格式 是 从 r 个 可 能 的 插值 区 域 中 选择 
一 个 最 光滑 的 播 值 区 域 , 并 且 只 使 用 选 出 的 这 一 个 插值 区 域 来 计 
算数 值 通 量 A ,1。 用 Sk ,KK=0,1,…,r-] 表示 7 个 可 能 的 插值 
区 域 ,该 处 

Sk = ITEM ai 

如 果 S. RHA ENO HHA ABBA rv BY ENO 格式 的 数值 通 
量 是 


m = a fg fag) (5.4.73) 
该 处 
rol 
Gel Bar = Deka (5.4.74) 
iU 


这 里 ak 08 K Sr- ERR 
今 以 三 阶 ENO 格式 为 例 说 明之 。 此 时 有 三 个 可 能 的 插值 区 
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BE Sy Cx; -ay yt) S C; prj mj 42 So (ays Trl SERE 
SCAN A GG sf e f C co f 
f DA Uff ede 首先 来 确定 quf aff) 
qi nfi |f? = qo Gr, a) 


而 
2 p3 
qlr) = Pile) + a Ax? enc) 
式 中 ,ay = -去 ， Pi X) RH fi- ofj- L? : Ff, 构成 的 二 次 插值 多 项 
式 , 易 于 得 到 
Py) = 万 1+ de 一 zj) + 

i Ha : te = aja) 

于 是 有 
£ — fj f; = 2-4 t fa 


galr) = fa? AX (x - 4-4) + 


(z - na - Ji, -2f54* f.) 
GF, fird = qom = l4 -27 Lf £y 
(5.4.75) 
同 理 可 得 
aa) ft) + x 


(x= a? - agn 7 2t f, 


Lf) =- that ŽS + Gase 


fa Bhan f, 
x 


. fi f, 
qi) = fat jio TC 


Dax (0075) + 
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(z ayy)? hf + f) 


BL afe = 54+ hac Ghz SAT 
TEXT FT EH S IË eR HB — 4 Ez ST Ë DC BR , 
并 由 它 算 出 数值 通 量 。 这 种 方法 在 疝 断 附近 区 域内 是 非常 希望 
的 ,因为 它 能 排除 来 自 包 会 间断 的 插值 区 域 中 的 不 那么 精确 甚至 
完全 不 精确 的 信息 。 然 而 上 述 这 种 方法 在 光滑 区 域内 就 不 是 那么 
所 希望 的 了 ,因为 此 时 所 有 可 能 的 插值 区 域 将 提供 出 同样 精确 的 
信息 ,于 是 若 同 时 使 用 所 有 可 能 的 插值 区 域 就 可 能 给 出 关于 网 格 
界面 处 通 量 的 更 高 阶 近似 。 事 实 上 ,对 于 ”> 阶 ENO 格式 而 言 ,有 
r 个 可 能 的 插 伪 区域, 如 果 将 它们 合 在 一 起 将 形成 一 个 包含 (2r - 
DA 了 的 格 点 值 的 合成 插值 区 域 , 它 能 给 出 网 格 界面 处 通 晤 
Fx, ,14) 的 (27 一 1) 阶 近似 


3r-1 ` 
hl = 4 Cf cupo oF) 


下 面 仍 以 三 阶 ENO 格式 为 例 , 给 出 T C, us sf feo fe) 


的 表示 式 。 
由 式 (5.4.27) 知 . 
g" (fa fia f fa fina) = PG) + 
a? 3 34 s 
aA (e) ,+ cz a ) . G5.4.78) 
ita its 


I 7 5 
式 中 age ~ 2g 7 44 = gyep P +1 (z) fi-2 sf :fris fira 


得 到 的 四 次 播 值 多 项 式 。 易 于 得 到 
fa SFr t 8a f: 
12Az 
fa ~ Af, 307, ~ 16f + fa 
24Ax? 


Px)c- f, (a — ox) - 


(x- zy 十 
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+ 2 + Zf- - f z 
Í; 2 i H 3 
DAP (zs) + 
fj -Afa + OF 7 fi + fa 
24Az4 
将 它 代 人 式 (5.4.78) 可 得 


5 1 13 
q (fs fii Jaa) = 3972 goh t 


Cx z) 


f, Aa dba (5.4.79) 
它 正好 是 五 阶 上 游 中 心 格式 的 数值 通 量 。 

如 果 将 此 O° CF u fa ,三 ,3) 作 为 数值 通 量 , 虽 然 格式 精 
度 为 五 阶 , 但 它 不 能 排除 来 自 包 含 闻 断 的 插值 区 域 的 不 精确 的 信 
B. ,在 激 波 附近 将 产生 虚假 的 振 蔓 。 

为 此 ,构造 WENO 格式 , 它 的 数值 通 量 的 表达 式 为 


= Wak (faja) (5.4.80) 
RP uU Lk uen BURG 474) SOLE Wk 是 赋予 每 
一 个 可 能 的 插值 区 域 Sx,K =0,1,…,r -1 的 权重 。 关 键 是 如 何 
决定 Wk。 

为 了 获得 基本 无 振荡 特性 ,应 该 使 Wk 与 相应 插值 区 域 中 f 
的 光滑 性 关联 起 来 ,使 得 任何 包含 间断 的 插值 区 域 将 被 赋予 接近 


于 零 的 权重 。 同 时 要 求 在 光滑 区 域 中 权重 的 分 布 将 导致 尽 可 能 与 
式 (5.4.78) 给 出 的 数值 通 量 相 接 近 的 histo 令 


- 
+ 
w= 


2r-l 
q Cf cse itr 1) 一 


2a Ca Uere fua) (5.4.81) 


了 了 


经 简单 的 代数 运算 就 可 确定 这 些 系数 ,并 满足 SG - = le 
今 以 三 阶 ENO 格式 为 例 说 明之 。 将 由 式 (5.4 79}) 确 定 的 
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qa jp o 2 LAR SS m BH (5.4.75) (5.4.76 MA 
(5.4.77 WER OK if a oO di Ui fo f M ay, 
fa fa 代入 式 (5.4.81) ,可 得 
G-i d=2, G- Š (5.4.82) 
由 式 (5.4.80) 和 式 (5,4.81) 可 得 


27-1 
hish = 4q (fast joa? * 


SO. CO frr rs fr) — (5.4.83) 
由 式 (5.4.78) 所 定义 的 POG fs HE 
f(x, DAO- DEDE, BER Sick - 1, 如 果 要 求 Wy - 
1, 那 么 式 (5.4.83) 右 端 最 后 的 求 和 项 可 以 被 改写 为 
Sow. - GO Uma 7 f(u DT 


(5.4.84) 


如 果 再 要 求 
Wk = CL + O(A!) (5.4.85) 


(K = 0,1.2,…,r — 1) 
那么 式 (5.4.83) 右 端 最 后 的 求 和 项 将 为 D(Az2 7) xx ERE, 
如 果 将 权重 W. 选取 得 满足 关系 式 (5.4.85) 及 本 Wk = 1.04 
由 式 (5.4.80) 规定 的 数值 通 量 hjal 将 具有 (2r — 1) 阶 精度 。 因而 
# C 为 最 佳 权重 。 

至 此 , 剩 下 的 问题 就 是 如 何 确定 权重 Wk, 使 得 它 满足 下 列 要 
求 。 

(1) Sw, = 1。 

(2) 在 光滑 区 域 中 , 它 满足 关系 式 (5.4.85)。 
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(3) 任何 包含 间断 的 插值 区 域 将 被 赋予 接近 于 零 的 权重 。 
在 文献 [11] 中 ,权重 被 规定 如 下 


ak 
Wk = ata tta (5.4.86) 


式 中 
_ Ck . 
CK 7 (ea TS 
这 里 ,es 是 一 个 正 的 实数 ,引进 它 的 目的 在 于 避免 分 母 为 零 , 一 般 
说 可 取 = =10-5; 户 取 大 于 等 于 2 的 正 整 数 ;ISk 是 第 K 个 可 能 的 
插 仁 区 域 的 光滑 性 度量 。 它 可 以 有 本 同 的 定义 ,文献 [12] 中 的 定 
Mh F 


= Ü,1l," r — 1 (5.4.87) 


ISk = >) | (Ax)" (gi) dr (5.4.88) 


式 中 qu AE gy GER LESE 
仍 以 三 阶 ENO 格式 说 明之 。 此 时 ,r = 3。 将 前 面 的 olr), 
qi Cx ) fü 2(z) 的 表达 式 代 人 式 (5.4.88) 可 得 


IS = DG 725,4 + £P * 10,5 - 4f, 35? 


(5.4.89) 
、 13, . 
IS, = 150a 2f, + fa + 105 -= fja 
(5.4.90) 
IS, = HG -2ft f! + 15 - a, i 
12^ j*1l it? 4 Í fa * n 
(5.4.91) 


在 光 背 区 域 , 式 (5.4.89) 一 式 {5.4.91) 的 Taylor 展开 分 别 给 出 
IS, = Das? y 十 TQAsf - Z Az TY + O(A z) 
(5.4.92) 
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IS, = Drac f! + Haaf + part fy + OAs") 
(5.4.93) 
IS, = (az + 4 asf, 一 Ac + O(Ar’) 
(5.4.94) 
如 果 0,824 
IS, = (Az [l + OCAx LK = 0,1,2 (5.4.95) 


现在 分 析 由 式 {5.4.86), 式 (5.4.87) 和 式 (5.4.88) 共 同 确 定 
的 权重 Wk 是 否 满 足 上 述 三 个 要 求 。 首 先 ,由 式 (5.4.86) 显 然 可 


得 SW, = 1。 其 次 ,将 趟 (5.4.95) 代 人 式 (5.4.87)( 考 虑 ， = 3 


的 情况 ) ,并 利用 Tayior 展开 可 得 
ay = (Axf "^ CECI + Az’) 


将 它 代 入 式 (5.4.86), 并 利用 Taylor 展开 及 > = 工 可 得 

Wk = Ck + O(Az2) 
这 就 证 明了 它 满足 关系 式 (5.4.85)。 最 后 ,由 式 (5.4.95) 知 ,车 播 
值 区 域 Sk 中 包含 间断 , 则 对 应 的 IS, 将 是 很 大 的 值 ,从 而 ag UR 
Wy 将 是 接近 于 零 的 。 

综 上 所 述 , 可 得 如 下 结论 (对 于 x = 3 的 情况 )。 

式 (5.4.67), 式 (5.4.70), 式 (5.4.80), 式 (5.4.75), 式 
{5.4.76), 式 (5,4.77) , 式 (5.4.86), 式 (5.4.87), 式 (5.4.82), 式 
(5.4.89), 式 (5.4.90) , 式 (5.4.91) 所 决定 的 格式 在 光滑 区 具有 五 
阶 精 度 并 能 避免 溅 波 附 近 的 虚假 振荡 

应 当 说 明 的 是 ,上 面 这 些 式 子 并 未 枸 成 一 个 完整 的 格式 , 它 只 
AT h BPA, 1, 它 与 及 ,3 对 于 2 133 809. ug 


有 给 出 。 
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5.5 广义 紧 致 格式 


高 精度 计算 格式 的 研究 与 应 用 在 当今 计算 流体 为 学 中 已 占有 
不 容 扰 视 的 地 位 ,并 越 来 越 多 地 被 工程 应 用 计算 所 采用 。 

尽管 高 精度 计算 格式 的 研究 与 应 用 取得 了 巨大 的 进展 ,但 还 
存在 某 些 不 足 。 例 如 ,对 于 大 多 数 高 精度 格式 而 言 , 随 着 格式 精度 
阶 数 的 提高 ,格式 点 数 增加 ,导致 边界 条 件 处 理 困难 .在 毗邻 边界 
的 内 点 处 不 得 不 降低 格式 的 精度 ;又 例如 ,相当 多 的 高 精度 格式 难 
于 同时 满足 稳定 性 和 无 据 葛 条件。 

紧 致 格式 的 深入 研究 与 应 用 是 当前 高 精度 格式 研究 的 主要 方 
向 之 一 。 它 以 精度 高 县 格式 点 数 少 的 特点 而 受到 重视 。 早 在 20 
世纪 60 FIE Kreiss 就 已 提出 四 阶 紧 致 差分 格式 的 雏形 ,但 由 于 
当时 计算 条 件 的 限制 和 人 们 认识 的 局 限 性 未 能 得 到 很 好 的 发 展 。 
经 历 了 近 三 十 年 的 发 展 ,目前 已 有 不 少 工作 将 紧 致 格式 应 用 于 流 
体力 学 问题 的 求解 。20 世纪 90 年 代 以 来 , 紧 致 格式 有 了 新 进展 ， 
Lele ? 1 给 出 不 限于 三 点 的 对 称 型 紧 致 格式 ,如 五 点 的 六 阶 精度 格 
起 .七 点 的 十 阶 精 度 格 式 等 ;并 有 旦 给 出 了 高 阶 导 数 的 紧 狐 到 近 公 
式 , 同 时 对 这 些 盘 近 所 能 正确 模拟 的 波 数 范围 作 了 近似 分 析 。 这 
He BUR SLA BZ aba DIR GER YR EE ,导致 边界 及 上 毗邻 边 
界 的 内 点 处 理 困难 ;名 不 满足 “抑制 波动 原则 ”, 因 此 单独 使 用 这 些 
格式 ,数值 解 在 激 波 附近 将 产生 韭 物理 振荡 ,格式 精度 越 高 ,振荡 
BME. Halt! 认为 , 紧 致 格式 的 进一步 发 展 在 于 无 波动 的 激 波 
捕捉 技术 的 研究 。 为 了 改善 数值 解 在 激 波 附近 的 非 物 理 的 高 频 振 
% 1. Christie( 1985) , 48 48 3& MEE (1992 ) BAT Meee 
AUS), WT Aime ARSE. Be A 
[3 QE n T Ds asus IH iB E REUS PEE EE 
原则 "。 我 们 将 鞋 壕 这 些 紧 致 格式 进一步 推广 ,提出 了 广义 紧 致 格 
式 17]。 前 述 对 称 紧 致 格式 ,迎风 紧 致 格式 和 超 紧 致 格式 都 是 它 的 
特例 。 并 且 在 达到 同样 精度 的 条 件 下 ,广义 紧 致 格式 所 需 的 格式 
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点 数 最 少 。 CSR RR RAS dosis E SN. SE 
WEE LE BU Dy, HET X S Ba LAT pi| UENO 格式 和 
WENO #44 foo xS TRB HE = AP CR SX UENO ft 
RO) FEE R EHE — GR SOR Be WENO-FCT HARU, xe 
oh EO RS, a BA 3, A HER T REA S 3 nx abd EF F BER Pš 
ME, TM BE EE Ed fr ERS. BI ROA 
义 紧 致 格式 结合 待定 系数 法 提出 了 构造 高 精度 .高 分 辩 率 格式 的 
一 条 新 途径 , 它 能 从 事先 规定 的 保证 格式 具有 所 希望 性 能 的 一 些 
原则 和 要 求 ! 例 如" 抑制 波动 原则 "稳定 人 性 原则 "“ 摘 增 原则 ”、 精 
度 阶 数 .格式 点 数 等 ) 出 发 ,用 一 种 普遍 性 的 方法 梅 造 出 所 需要 的 
ROHS BE .高 分 辩 率 格式 5 。 


§.5.1 关于 差分 格式 的 一 种 新 的 理解 
为 简单 起 见 ,以 如 下 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 汶 例 说 明之 


d'y dy 
dia. ter = 0 (5.5.1) 
y(0 = y(1) = 0 (5.5.2) 


在 [0,1] 区 间 上 , 记 网 格 点 的 坐标 为 {x | PIB EE OS Ax fE LER 
数值 为 KT 47 1,2,77, No 
差分 格式 的 通常 理解 是 ,在 每 一 个 内 格 点 x; 处 ,将 方程 
(5.5.1) 中 的 一 阶 和 二 阶 导 数 分 别 用 某 种 差 商 替代 后 得 到 的 代数 
方程 , 称 之 为 方程 (5.5.1) 的 一 个 差分 格式 (或 差分 方程 )。 例 如 用 
如 下 中 心 差 商 代替 相应 的 导数 
(2) _ YXii^ 3-1 
dx 2à x 


(j = 2,3,- N —1) (5.5.3) 


E 


d Mar T 239; + X; 
| d _ e+ J 1144 22,,-,N- 1) 
J 


dz’ Ax? 
(5.5.4) 
将 它们 代 人 式 (5.5.1), 得 到 
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Ax 


— 
= 
+ 

a 


a Ja t Ga ns 
(1 - 27] + CA = 0 x (5.5.5) 
G 22,3,,N-10 

称 式 (5.5.5) 为 式 (5.5.1) 的 中 心 差分 格式 。 

由 边界 条 件 式 (5.5.2) 得 

y = ys 70 (5.5.6) 

将 式 (5.5.5) 和 式 (5.5.6) 合 在 一 起 就 形成 了 一 个 封闭 的 代数 方程 
组 。 它 的 解 就 是 边 值 问题 ! 式 (5.5.1), 式 (5.5.2)| 的 数值 解 。 

还 可 以 从 另 一 个 角 记 来 看 待 上 述 求 解 过 程 。 在 每 一 内 格 点 
r= aj Ak, AG. DARK 


JEEP 
—— 十 -一 一 十 Dy. 十 =f 
(3) "idz/ 05 | (5.5.7) 


(j = 23 N 一 1) 
moie lik y 和 一 阶 、 二 阶 导数 值 ( E) an (SF) sa 
为 独立 的 未 知 量 ,那么 上 述 代 数 方 程 组 (5.5.7) 显 然 是 不 封闭 的 。 
为 了 使 它 封闭 ,必须 加 上 适当 数 昌 的 联系 各 阶 导 数 和 函数 值 之 间 
的 补充 关系 式 。 式 (5.5.3) 和 式 (5.5.4) 就 可 看 作 这 样 的 补充 关系 
式 。 将 式 (5.5.7)、 式 (5.5.3) , 式 (5.5.4) 和 式 (5.5.6) 合 起 来 就 形 
成 了 一 个 封闭 的 代数 方程 组 。 它 的 解 包 括 了 边 值 问题 DA 
(5.5.1) , 式 (5.5.2)| 的 数值 解 y (G ==1,2,… ,NN) 及 其 一 阶 和 二 


dy dy 
阶 导 数 的 内 格 点 值 { © ) 和 = 


) G —-2,3,-5,N-1). 
H 


5.5.2 广义 竖 致 格式 

QR m 个 补充 关系 式 中 每 一 个 补充 关系 式 都 人 允许 包含 若干 
个 格 点 处 的 函数 值 及 直至 wx 阶 导 数 的 值 ,这 种 差 分 格式 称 为 广义 
紧 致 格式 。 
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ther OA ABR Ore? Lu, u 07) 0 为 例 , 在 
[a bR k , T PSI ES ARR x} PER Ar o AE eg E 
fl iul. 二 1,2,…,N)。 任 意 阶 精度 的 广义 紧 臻 楷 式 可 表述 
为 

Fx, uj; uf) ut, rnm uf) = Ü | 

5 j aS, KA ra ik = 0,01 = 1,2, m). [(G.5. 8) 
(j = 1,2,*, N) | 
RP, m 为 碧 要 的 补充 关系 式 的 数目 , 它 等 于 补充 关系 式 中 出 现 
Be CRAT HR ES BC. (m Zr) LK, W K, 分 别 为 补充 关系 式 中 用 到 
的 最 左 和 最 厂 格 点 编号 与 所 考察 格 点 编号 (j) 之 差 ,部 CK; 一 Ki 
+1) 为 格式 点 数 ; 上 标 (S) 表 示 S 阶 导数 ;as "是 待定 系数 。 

xk BI a (K = Ki, K i Ti, ,KRa;S=0,1,.,m; 
£=1,2,--,m) (RRS TSH RB Mmi rg 
的 广义 紧 致 格式 。 正 是 这 些 待 定 系 数 ss kx 决定 了 广义 紧 致 格式 
的 格式 精度 .计算 稳定 性 以 及 抑制 非 物 理 的 数值 振 蓝 的 能 力 等 。 
因而 ,采用 什么 方法 来 适当 地 选 定 这 至 待定 系数 无 疑 是 枸 造 高 性 
能 广义 蜂 致 格式 的 关键 。 应 当 着 重 指出 ,选取 的 al x 必须 保证 式 
《5.5.8) 中 第 二 式 所 包含 的 m 个 代数 方程 是 线性 无 关 的 。 

Em 个 补充 关系 式 都 是 PP 阶 精度 的 , 则 由 此 m 个 补充 关系 
式 所 构成 的 广义 紧 致 格式 是 阶 精度 的 。 下 面谈 到 的 广义 紧 臻 
格式 的 精度 都 是 这 种 会 义 下 的 精度 。 应 当 指 出 ,这 种 陈述 是 P Br 
广义 紧 致 格 式 的 充分 条 件 , 而 非 必 要 条 件 。 

今 考察 式 (5.5.8) 中 任意 一 个 补充 关系 式 


"m K, 
> D) as Aruh = 0 (5.5.9) 
8-0 K-K, 


X[5X(5,5.90 E x — x; 点 邻 域 作 Taylor 展开 ,合并 辣 阶 次 导数 项 ， 
得 到 式 45.5.9) 的 展开 式 。 若 希望 这 个 补充 关系 式 是 POE 
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的 , 则 上 述 展开 式 中 的 第 0,1,…,P 阶 导数 项 的 系数 必须 为 零 , 从 
而 得 到 关于 待定 系数 as,k 的 如 下 (P + 1) 个 约束 方程 


Ky 
> ea. = 0 
R= K, 


Ko 
>) (Kask + a,x) = 0 
K Es 


kel 


K" 
1 


2 P P 1 P-m 
K K K 
> (Bronx * (payer tU + rp = 二 ex 和 0 


K-K 

(5.5.10) 
式 (5,5,10) 中 共有 (P+1) 个 齐 次 方程 ,不 难 验证 这 {P +1) 
个 方程 是 彼此 线性 无 关 的 。 而 式 (5.5.10}) 中 共有 待定 系数 (zx + 
1)(Ks 一 Ki1+1) 个 。 因 此 为 了 保证 该 方程 组 有 非 零 解 ,必须 满足 
P+1<(m+1)(K; - K +1)。 另 一 方面 ,为 了 能 从 式 (5.5.10】 
中 得 到 m 组 彼此 线性 无 闫 的 补充 关系 式 中 的 系数 ,必须 在 as 

中 取 om 个 作为 自由 参数 ,因此 os x 中 独立 系数 的 个 数 为 
R = (m +1XK, - 天; +1) — m (5.5.1Ł) 
将 这 m 个 自由 参数 按 规 定 次 序 排列, 形成 一 个 m SEE Pk 
为 自由 参数 向 量 。 适 当 赋 值 可 得 到 m 个 彼此 线性 无 关 的 自由 参 
数 向 量 。 对 于 每 一 个 选 定 的 自由 参数 向 量 , 须 要 有 R 个 方程 才能 
WER 个 其 余 的 as.x。 如 果 这 样 ,就 得 到 了 m 组 独立 的 系数 
as k ;从 而 枸 造 了 式 (5.5.8) 中 的 m 个 线性 无 关 的 补充 关系 式 。 
车 (P+1)<< 民 , 即 约束 方程 的 个 数 少 于 独立 待定 系数 的 个 数 , 因 
而 可 有 无 穷 多 组 解 。 这 表明 还 可 增加 约束 ,使 构造 的 广义 紧 致 焰 
式 具有 某 种 所 希望 的 性 能 ,例如 满足 “抑制 波动 原则 ”和 “稳定 性 原 
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则 "等 。 RZ. P +12>R,BI2S K Oy E 32 TIN p ESTO 
数 , 将 无 解 ,此 时 只 有 了 减少 约束 方程 的 个 数 。 在 式 15.5.10) 中 取 前 
及 个 方程 作为 约束 方程 ,从 而 可 解 得 mx 组 独立 的 sx AI 
出 式 (5.5.8) 中 的 m 个 线性 无 关 的 补充 关系 式 。 但 此 时 因 放 弃 了 
式 1$.5.10) 中 最 后 (已 +1- 玉 ) 个 约 东 方程 ,故而 所 枸 造 的 广义 紧 
致 格式 (5.5.8) 的 精度 只 有 (R 1) 阶 。 由 上 述 分 析 很 易 得 到 结 
论 : 广 义 紧 致 格式 (5.5.8) 所 能 达到 的 最 高 精度 的 阶 数 为 Pi = 
(K,— Ki)Xm + 1). 

下 面 作为 例子 来 构造 一 些 具 体 的 紧 致 格式 。 

(1) Collatz 给 出 的 五 点 六 阶 对 称 型 紧 致 格式 

此 格式 是 广义 紧 致 格式 (5.5.8) 中 当 m=1, K5 -2,K,= 
2,P=6 的 特殊 情况 。 此 时 ,由 式 (5.5.10} 得 到 关于 待定 系数 
as.k 的 约束 方程 组 如 下 

Go,-2 + ao,-1+ Goa, T 09,1 + 20, = Ü 

— 289,3 — a9, .4 + 89,4 + 2095 + G r,-2 十 ay) + 


apo + era t aia = 0 
1 1 
Za, -2 + 0, _1 + 540,3 + 200, — 2a1, 27 
aj a + ai, + 2215; = Ü 


1 8 
T6027 g2a,-1* 6291 + $292 + 2el,-2 十 


i i 

gait gaat 2a,, = Ü 
16 1 1 16 8 
2470-2 $ 349031 * 34904 * 242062 7 01,2 — 


1 1 8 
etait 69 T ç mia = 0 


32 


120992 7 0%. -q + 


1 32 16 
120791 * 129902 * 2491-2 * 


1 16 
5491,-1 + DEM *54912 = 0 
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64 1 1 64 32 
35999. 2 + 72089. 1 * 72099 * 3209922 712925 ` L 
l 1 32 | | 
i2021- + 120211 + 129212 = D 
(5.5.12) 


这 里 共有 7 个 方程 ,但 包含 10 个 待定 系数 , 故 可 有 3 ^ Ë 由 
BK. 若 选 定 0,0» 1, > 和 和 a 2 为 自 Bee HRA F saa =O, 
al _2=0 和 ay=0, 则 将 它们 代入 式 (5.5.12) 可 解 出 其 余 7 个 系 
数 为 


1 28 28 1 
40,2 7 geton 7 391901 367802 36" 


2la.-da-d 
v1,.1 一 3 £2G,,0 — ts] 一 3 
意 即 得 到 了 如 下 补充 关系 式 


a) wm, l w 
j-1 T Hy EIL 


L 14 14 1 . 
36 5-2 * jg 7 [gts T 362 = Ü (5.5.13) 


这 就 是 Colia 给 出 的 五 点 六 阶 对 称 型 紧 致 格式 。 

(2) Collatz 给 出 的 五 点 八 阶 对 称 型 紧 雍 格式 

此 格式 是 广义 紧 致 格式 15.5.8) 中 当 m = 1,K = 一 2,K,= 
2,P =8 的 特殊 情况 。 此 时 ,由 式 (5.5.10) 得 到 关于 待定 系数 
as k HZR A EHA F 


dg,-2 + ao, í + mo, + mona + o2 = 0 


-2ag,.3 — 2o, 1 * ao + Žao, t a1, 2 t a), í ! 


ayo tay, tala = Ü 
1 1 oe. 2 
Zao, 2+ 2 20.71 + 2 20.1 + ¿nu — £041, 2° 


ay. | t ayy + 2ea1,2-= Ü 


& 1 & , 
99.2 g8v.-1 十 $41 + G0.2 + 2a1, 2 t 
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1 1 
peat eee L 
16 16. 8 
2490.-2 + jj^. at 2» 1+ 24202 671-27 
1 1 8 
ge. it Garr t ç mia = Ü | 
32 | | 16 4, 
120?*. 2 120% ! ^ 12979. " TRE ^ 1.72 
1 1 16 
2421 (t gti t 540a = O 


64 Mu N , 84 32 
72079. 2 E E 720202 ^ 129^! 
1 


1 32 
12091. | T 1202141 T 1294142 = Ü 
128 _ _1 1 128 
~ 804079. T 504029.-1 + 50407: * 5040702 f 
64 1 1 64 : 
72021, 2 * 3397131 * 399a 592 = 0 ! 
256 Ld + _ 256 | 
403207" -2 * 493207! "^ 4032093 ^ 40320 ^^^ 
128 1 "D , 128 2p 
5040*' 2  50407^-! " 5949^:1 ^ 504072 — 
(5.5.14) 


这 里 共有 9 个 方程 .但 包 盒 10 个 待定 系数 , 故 可 有 1 个 自由 
参数 。 若 选 定 9,0 A 自由 参数 并 赋值 为 零 , 即 令 to — 0, WEE 
代 人 式 (5.,5.14) 可 解 出 其 余 个 系数 为 


= 25 _ 20 __20 _ 25 
0-2 — gjg’ fea T 23:793 77 979 %0.2 7 51g" 
B u 4 1 
ti, 2 7 36:90.-1 = g 21,0 = 1.014 一 gat = 36° 


意 即 得 到 了 如 下 补充 关系 式 
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20 20 
27% g7" 
这 就 是 Collatz 给 出 的 五 点 八 阶 对 称 型 紧 致 格式 。 
(3) fS GENE . 马 延 文 提出 的 三 点 三 阶 迎 殉 紧 致 格式 
此 格式 是 广义 紧 致 格式 (5.5.8) 中 当知 =1,K = -1,K;= 
1,P =3 的 特 琶 情况 。 此 时 ,由 式 (5.5.10) 得 到 关于 待定 系数 
as.x 的 约束 方程 组 如 下 


a0, -1 十 a9 T mou = Ü | 


fta =0 (5.5.15) 


一 89,1 + @o1 + aj,-i f @ 9 T aya = 0 


(5.5.16) 


1 1 
589,1 t S01 — 01,1 + aya = Ü 
2 2 


1 1 1 
69-1 十 gon + 2914 十 2914 = 0 


这 里 共有 4 个 方程 ,但 包含 6 个 待定 系数 , 故 可 有 2 个 自由 参 


数 。 若 选 定 so 和 21,8 2 个 自由 参数 并 赋值 如 下 : ao = 二 和 
al1=0, 则 将 它们 代 人 式 (5.5.16), 可 解 出 其 余 4 个 系数 
1 2 
9g, 1 57 6:290 一 31-1 =~ 3 7%1,0 三 一 3 
意 即 得 到 了 如 下 补充 关系 式 


一 Ax (wo $5 )- Šua + iu 十 r = Ü 


(5.5.17) 
ix BC Te [8E OCKC 3 E SC e 1B 63 — ASPET. 
(4) ER . 马 延 文 提 出 的 五 点 五 阶 迎风 紧 致 格式 
EERE SUE SORS (5.5.8) Pm = 1,K, = -2,K,= 
2,P—5 的 特殊 和 情况。 此 时 ,由 式 (5.5.10) 得 到 的 关于 待定 系数 
wsg 的 约 东 方程 组 为 式 (5.5.12) 中 前 6 个 方程 ,其 中 包含 10 个 待 
定 系 数 , 故 可 有 4 个 自由 参数 。 若 选 定 ai 05.214, 21,28 an 28 
4 个 自由 参数 并 赋值 加 于 :ol 5270,a,,70,2,5 20 fff 89,-2— 
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X, E CHAT AR CS. 5.12) rb BI 6 个 方程 ,可 解 出 其 余 6 个 系数 


I 
Qo,-1 一 t = 5 0.1 5" 
_ 22 -3 
ap, 一 ap 2%1,-1 一 5 +a 一 5 
意 即 得 到 了 如 下 补充 关系 式 
2 3 1 
as (u$ 十 5 D + 30 i2 十 155! 
2a, 一 FL + au Wi. = 0 (5.5.18) 


mah P sia . 马 延 文 提出 的 五 点 五 阶 迎 风 紧 致 格式 。 

(5) 经 典 的 Pade 紧 致 格式 

关于 允 近 一 阶 和 二 阶 导 数 的 经 典 的 三 点 四 阶 Pade BH 
是 广义 紧 致 格式 (5.5.8) 中 当 om =2,K,= -1,K2=1,P=4 的 特 
殊 情 况 。 

此 时 ,由 式 (5.5.10) 得 到 的 关于 待定 系数 as,x 的 约束 方程 组 
是 

ag, -i f aoa t aoa = Ü 


— ag. 1 + ao T ausi teotan = Ü 


1 1 
2 20-1 + 2 994 — H|j.-1 + iq 十 3,71 十 oa + G3] 7 Ü 


f 


1 1 1 
Tte- T ç 904 t 81,-1* 5811 7 a, a t 82,4 = 0 


dita 一 HL * Lors | az | Fan = Ü 

(5.5.19) 

这 里 共有 5 个 方程 ,但 包 会 9 个 待定 系数 , 故 可 有 4 个 自由 参 

数 。 需 要 建立 2 个 彼此 线性 无 关 的 补充 关系 式 。 著 选 定 ao 
81,0592, -14592.1 为 4 个 自由 参数 ,并 分 别 选取 如 下 两 组 值 


l 
2490, í t 


abo = Daly =~ qala =0,ah, = 0 (5.5.20) 
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(5.5.21) 
分 别 将 式 (5.5.20), 式 (5.5.21) 代 人 式 {5.5.19) 可 解 得 其 余 5 个 
系数 如 下 


l 1 1 1 
aba =” edd = Fa T7 guia =— ç ako = 0 
(5.5.22) 
2 _ 2 _ 2 2 2 5 
aĝ, -1 = leo, = l,o1,-1 = 0,211 = 0.024 =- 6 
(5.5.23) 


意 即 得 到 了 如 下 两 个 补充 关系 式 


ACE uj 1) Ear (ath, + Ay? + uss) = 0 


(5.5.24) 
Wy+1 2u; + uj p 一 phn Cuff) + 1940? + uu = Ü 
(5.5.25) 


EM) SD 9e By — Bh A — Br Sp 09 £6 h B = A DU T Pade Ë 
致 格式 。 

(6) 一 个 新 的 三 点 六 阶 广义 紧 致 格式 

今 考察 广义 紧 致 格式 (5.5.8) 中 当 m =2,K = 一 1,K;= 
P=6 的 特殊 情况 。 

首先 说 明 这 时 广义 紧 致 格式 (5.5.8) 所 能 达到 的 最 高 精度 的 
阶 数 Pro = (KK; -长 (+1)=6。 它 表明 我 们 研究 的 正 是 m = 
2,K = -1,K2=t 时 的 最 高 阶 的 广 光 紧 致 格式 。 

此 时 ,由 式 (5.5.10) 得 到 的 关于 待定 系数 ass,x 的 约束 方程 组 
是 


ay,-1 + 20,0 + ag, = 0 ， 


~ a + Qo + 04, Tayo tera = Ü Í 


1 1 
> %0,-1 + $8017 Qi, It ayy + agas. + . 
fan + 51 一 Ü 
1 1 
61 6 701 * $1 (ty 914 
a;,.-j Tasa = Ü 
54 9^ 5499. ga. itg mat 
1 
5e 1b yaz = 0 
L + + +i 
12079.-1 139%. YE 7247 
i l 
$921 十 $9237 0. 
l. + 1 1 | 1 + 
720° ! " 72073 © 120%) 120% 


Fon, í + OR = Ü 

(5.5.26) 

这 里 共有 7 个 方程 ,但 包含 9 个 待定 系数 , 故 扣 有 2 个 自由 参 

数 。 需 要 建立 2 个 彼此 线性 无 关 的 补充 关系 式 。 苦 选 定 ago 
mx, -1 为 2 个 自由 参数 ,并 分 别 选 取 如 下 两 组 值 


ajo = l,e}, 50 (5.5.27) 
1 
aio = 0,22, =- ig (5.5.28) 


分 别 将 式 (5.5.27), 式 (5.5.28) 代 人 人 式 (5,5.26) 可 解 得 其 余 7 个 
系数 如 下 


l 9 1 _39 1| _ l 1 1 
&o,-| 48/4291 — 4g 1 -1 24:950 77 3 
1 1 1 
l,l 3° 42.0 = &' 9213 24 | 


(5.5.29) 
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了 16 | 
añ. 177 PPTEM 一 lat, _ ig eio 一 一 15 
2 _ 7 1 
ain =- 75° @2.0 = 0,071 = Jš ; 
(5.5.30) 
BABS f YB F PS 4" iÉ t; qh u ARM 
1 A 
ag O9 7 48u + 945) - SE (uj + Bu; 一 
2 
ut) 十 EX 一 4u 7) = 60 
Hj — ja — FU t 1640" 十 7413) 十 [ 
Aa? 
As Gn 一 uly) = 0 
(j = 2,3,. N TU 1) 
(5.5.31) 


这 是 我 们 提出 的 一 个 三 点 六 阶 广义 紧 致 格式 [081 。 这 个 广义 
紧 致 格式 与 已 有 的 那些 紧 致 格式 的 不 同 之 处 在 于 在 每 一 个 补充 美 
系 式 中 同时 出 现 函 数 本 身 及 其 一 阶 和 二 阶 导 数 在 相 邻 三 个 格 点 处 
的 值 。 而 对 已 有 的 那些 紧 致 格式 而 言 ,在 一 个 补充 关系 式 中 只 疝 
时 出 现 函 数 本 身 及 其 一 阶 或 二 阶 导数 在 若干 格 点 处 的 值 。 虽 然 在 
计算 一 阶 时 数 时 ,这 个 广义 紧 致 格式 所 花费 的 计算 工作 量 要 稍 多 
一 些 ,但 换 来 的 是 在 达到 同样 精度 的 条 件 下 ,格式 点 数 更 少 。 倒 如 
达到 六 阶 精 度 时 格式 点 数 只 有 3。 这 是 很 重要 的 ,因为 它 完全 排 
除了 毗邻 边界 的 内 点 处 精度 下 降 的 困难 。 

(7) 一 个 二 点 四 办 广义 紧 致 格式 

ASA RAB RAR RAN PE AP 
点 格式 。 

今 考察 1 X ESO OG.S.8) PH m-3,Ki7- L K570, 
PP 一 4 的 特殊 情况 。 

这 时 ,广义 紧 谎 格式 (5.5.8) 所 能 达到 的 最 高 精度 的 阶 数 
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P. = (K, — Ki) (m +1)=4。 它 表明 我 们 研究 的 正 是 mr = 3， 
天 ,= 一 1, 尺 ;=0 时 最 高 阶 的 广义 紧 致 格式 。 
此 时 ,由 式 (5,5.10) 得 到 的 关于 待定 系数 as SHARD BA 


是 
ag,-1 + ao = 0 
一 806,-1 + Q1,-1 + žid 一 0 
2 o, p—om;,-2. T gii a2, = 0 
x 

1 1 I 
一 8 99-1 十 7 Ti- — &2, 1 + ü3..1 十 3,0 = Ü I 
1 1 1 
24%20,-1 T g + 292,31 T #3, -1 = 0 

(5.5.32) 


这 里 共有 5 个 方程 ,但 包含 8 个 待定 系数 , 故 可 有 3 个 自由 大 
数 。 需 要 建立 3 个 彼此 线性 无 关 的 补充 关系 式 。 若 选 定 090,01, 
和 a2.0 为 3 个 自由 参数 ,并 分 别 选 取 如 下 三 组 值 


agpo = l,e = 0,a20 = Ü (5.5.33a) 
ao0 = 0,019 = 1.a5,, = 0 (5.5. 33b) 
aoo 70,219 = 0,259 = 1 (5.5. 33c) 


分 别 将 式 15.5.33a) ,3X(5.5.33b), 35 (5.5.330 f£ A R (5.5.32) 
可 解 得 其 余 5 个 蒜 数 如 下 


a9,-1 =~ l,a,- 7 l,e, 1 = 

-as =- Aase = - 34 (5.5.34a) 
&g-1 = O,ay,-1 7 — a5, = 

= l,a; 1 三 一 358197 (5.5. 34b) 


eo, 1 一 0,al,-! 一 0.25.1 一 


— 24 =~ F100 =- 5 (5.5. 34c) 
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BIdS BN Tan F 3 个 彼此 独立 的 补充 关系 式 


| T Aruj- T T HT 24% gy HLT 
wil 一 "p 一 Aru, a = "P Ü " 
A " 
us? _ "nu _ zac "n (9 - 0 
(j; = 2,3, N) z 
(5.5.35) 


采用 完全 类 似 的 方法 ,可 得 到 在 左边 界 点 j=1 处 的 如 下 两 点 
= Brin E PJJ 3 个 补充 关系 式 


A 2 A z 1 
w a Baul A — S24 o | 
| 
Ax 
uil — ui 5 (OP rui?) 20 
uio - u(? — Axul? = 0 
(5.5. 36) 


式 (5.5.35) 和 式 (5.5.36) 共 同 构成 了 内 点 四 阶 、 边 界 点 三 阶 精 度 
的 两 点 广 闷 紧 致 格式 的 完整 的 补充 关系 式 。 令 


lu] = (uius toux) 

Lu — (iU) Lu fU u ot 
u = aP uP ee uP)? 
aU] — (uh, uf? yer, "SA 


将 所 有 格 点 上 的 补充 关系 式 依 次 排列 可 写成 如 下 矩阵 代数 方程 的 
形式 
Ailai + Bilu P} + Clu) 9 plu = 0] 
Bilat | + Cju Pi + Dola = 0 
Ciiul? + Dalu Pl = 0 ; 
(5.5.37) 
对 式 (5.5.37) 作 消去 运算 , 即 可 得 到 由 机 数值 a (1.2, N) 
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计算 各 阶 导数 uU Lu PP a? G =1,2,…,N) 的 显 式 表达 式 。 今 
将 它们 表示 如 下 


lan} = Klul | 
Ju P] — Llal ¢ (5.5.38) 
lu? = Mile} | 


ATHE K. L, M 分 别 部 是 由 符 阵 A, Bi Ci, Di, B2, C, Da, 
C, 和 D, 决定 的 。 由 于 过 于 繁琐 ,不 明确 写 出 了 。 对 于 确定 的 网 
mS. K, L, M 都 是 确定 的 年 上 阵 , 故 只 需 计 算 一 次 , 即 可 到 复合 
用 。 异 数 的 计算 在 每 次 偿 代 过 程 中 仅 需 做 一 次 移 阵 相 乘 运算 。 因 
此 计算 工作 量 不 会 增 册 本 多 。 


5.5.3 广义 紧 致 格式 的 几 个 基本 性 质 

在 前 面 讨论 的 广义 皮 致 格式 的 构造 方法 中 尚未 涉及 边界 人 丸 
理 , 而 实际 计算 中 ,边界 点 与 内 点 一 样 需 要 建立 补充 关系 式 , 否 则 
方程 组 不 封闭 。 为 了 正确 构造 内 点 和 边界 点 的 补充 关系 式 , 必 须 
遵循 以 下 3 条 基本 性 质 中 的 前 2 条 。 

(1) TEAR 1: 若 在 求解 域 某 方向 采用 的 是 P 阶 精度 格式 , 则 该 
方向 的 格 点 总 数 应 大 于 等 于 P+1, 它 们 才能 提供 使 方程 组 封闭 所 
需要 的 足够 数目 的 独立 的 补充 关系 式 。 

HERH : 设 格 点 总 数 为 N , 则 补充 m 阶 导数 的 以 N 为 格式 点 数 
BJ P 阶 精度 格式 所 能 构造 的 独立 的 补充 关系 式 数 是 为 :NIm + 1) 
—(P+)) EP N(m +1) 是 待定 系数 的 总 数 ,(P+1) 是 满足 P 
SASS RAT ERR EM PRR. WaT RAH 
B] ,需要 的 独立 补充 关系 式 的 数目 为 IN m。 因 此 ,为 了 能 使 方程 
组 封闭 D CR 
: NOwm 1) - (P+1)2> N ` m 
由 此 可 得 

NZ P+1 


而 补充 x 阶 导 数 的 以 上 述 N TU GG h (N SOPRA 
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为 格式 点 的 三 阶 精度 格式 所 能 构造 的 补充 关系 式 的 系数 必然 可 
以 从 以 六 为 格式 点 数 的 P 阶 精 度 格 式 的 系数 所 满足 的 方程 组 
(5.5.10) 中 求 得 ,其 实 具 需 令 与 那 S 个 格 点 关联 的 待定 系数 为 零 
即 可 。 这 就 是 说 ,以 CN — 5) 个 格 点 为 格式 点 所 能 构造 的 补充 关 
系 式 是 以 N 个 格 点 为 格式 点 所 能 构造 的 补充 关系 式 集合 中 的 某 
个 子 集 。 意 即 若 格 点 总 数 为 N, 则 任何 以 不 大 于 NN 的 (N - SOW 
格式 点 数 的 了 阶 精度 广义 紧 致 格式 在 这 NN 个 格 点 上 所 能 构造 的 
独立 的 补充 美 系 式 的 数目 最 多 为 N(xm+1) - CP 1), AMEN 
了 邓 阶 精度 格式 至 少 需 要 P+1 个 格 点 ,才能 提供 使 方程 组 封闭 
所 需要 的 足够 数 目的 独立 补充 关系 式 。 

(2) 性质 2: 如 果 所 构造 的 广义 紧 致 格式 的 精度 P 是 对 应 于 
规定 的 mm ,Ki fl K, 下 的 最 高 阶 精 庶 BB P= (K, - Ki)(m+1)， 
那么 由 同样 的 (Ks - K, + 1) 个 格 点 所 构造 的 不 同 格 点 处 的 补充 
关系 式 之 间 和 披 此 是 线性 相关 的 。 今 以 m=2,Ki= -1,K, =1, 
P=6 的 三 点 六 阶 广义 紧 致 格式 为 例 说 明之 。 此 时 P... = (K2- 
© Kim £1) 726,8 P= Pano 可 以 证 明 , 由 同样 三 个 格 点 (1 - 
1),;, Ci + IARR ri U; = ARAS J ty = X A =Ë 2 |l BAH 
关 的 。 这 里 , 称 在 ; 点 作 Taylor 展开 所 构造 的 广义 紧 致 格式 ( 即 
在 格 点 7 处 的 补充 关系 趟 ) 为 中 心 三 点 格式 ;而 在 人 - 103 +1) 
点 作 Taylor 展开 所 构造 的 广义 紧 致 格式 ( 即 在 (7 一 1) 或 Gj +1) 点 
处 的 补充 关系 式 ) 为 偏心 三 点 格式 。 

关于 这 个 性 质 可 用 反 证 法 证 明 如 下 。 

此 时 ,六 阶 精 度 的 中 心 三 点 格式 就 是 式 (5.5.31), 现 把 它 记 为 

FC-a tjs tru ,a ww) = 0 | 


2 (1) i) — (D (2) {2 2 
Fj(uj a uj u; Hi uy re ssp) Hy uP) = 0 


(A) 
这 里 F) 表示 在 i; 点 处 第 1 个 补充 关系 式 ,F? 表示 在 j 点 处 第 2 个 
补充 关系 式 。 在 ;点 作 Taylor 展开 可 得 


Fl = var [Ps tc 
i 了 ax? i 
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2 2 7 3u 
F; = år |o] te 
dr j 


AP 小 和 wi 分别 是 FILES 的 截断 误差 首 项 的 系数 。 
设 六 阶 精 度 的 偏心 三 点 格式 (以 (+ 了 点 处 的 格式 为 例 ) 为 


(1) (U) (D. (2) (2) Gi. _ 
Fha(u;- ERLIELIELISELIMELILSEL SLE ujn) = || 


Fa ' Hor a - ut) = = Ü 
(B) 
EG + DAE Taylor 展开 可 得 
1 34.7 au 347 Fu & 
Fia = Az ra Toc = vÀ z 227], + O(Ax*) 
Tob ] 
FE qe 
Fay = jaa (ZH) + = dam (2s) + O82) 
i+ 


这 里 号 和 过 分别 是 Fl. 和 FEAR OE ERU XU, CR 
明 六 阶 精 度 偏心 三 点 格式 (B) 中 的 两 个 补充 关系 式 也 可 作为 了 点 
处 的 其 个 六 阶 精 度 的 补充 关系 式 。 

但 由 构造 式 (5.5.31) 即 (A) 的 过 程 知 ,此 时 有 7 个 关于 系数 
as 的 约束 方程 ,而 待定 系数 有 9 个 , 故 有 2 个 自由 参数 ,因此 只 
能 解 出 商 组 线性 无 关 的 待定 系数 组 ,也 即 只 能 构造 出 两 个 线性 无 
美的 补充 关系 式 。 这 样 ,导致 如 下 结论 :补充 关系 式 (A) 和 (B) 之 
间 征 此 是 线性 相关 的 。 | 

用 完全 类 似 的 方法 可 以 证 明 在 任意 的 m K, K; 0 P 情况 
下 这 个 性 质 2 是 成 立 的 。 

ARR VE FR 2 可 知 ,如 果 边 界 点 补充 关系 式 和 胰 邻 内 点 的 补充 
关系 式 使 用 相同 的 格 点 数 , 旦 m MPIRA P= Pa W 
么 边界 点 偏心 格式 与 其 毗邻 内 点 中 心 格式 得 到 的 补充 关系 式 之 间 
彼此 是 线性 相关 的 。 为 了 避免 这 种 情况 ,可 以 在 边界 点 处 增加 一 
个 格式 点 而 得 到 保持 与 内 点 有 同样 精度 的 补充 关系 式 , 或 者 不 增 
加 格式 点 而 得 到 比 内 点 低 一 阶 精度 的 补充 关系 式 。 

对 于 格式 (5.5.31) ,采用 降低 一 和 阶 精度 的 边界 补充 关系 式 ,在 
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左 . 厂 边界 处 它们 分 别 是 
Hi Zug t+ ua + barui” = u$?) 一 


Farai + 2249? * ui?) = Ü 
r(5.5.39) 


uy — uj LAgu + Bus!) + 


15 
Ar Su - 38s” + us?) = 0 
Hx-3 — uni t uN 十 qx GS — an) - 
Larè lu? t Puk + us) = Ü 


36 


1 
Hx.» — HN | 十 isAr (Tux 十 BuU) + 


1 
aco (25uN 2 一 384, 十 ul?) =0 


(5.5.40) 
式 (5.5.31), 式 (5.5.39) 和 式 (5.5.40) 共 同 构成 了 内 点 六 阶 ， 
边界 点 五 阶 精度 的 三 点 广义 紧 臻 格式 的 完整 补充 美 系 式 , 它 应 与 
支配 方程 联 立 求解 。 对 于 N 个 格 点 的 一 维 问题 ,在 求解 过 程 中 每 
次 都 需求 解 由 3N 个 方程 形成 的 线性 代数 方程 组 ,高 精度 广义 紧 
致 格式 的 计算 工作 量 将 大 大 增加 ,严重 影响 广义 紧 致 格式 在 多 维 
问题 中 的 应 用 。 但 这 个 缺点 将 因 下 面 将 论述 的 性 质 3 而 得 到 克 
服 。 
(3) 性质 3: 根 据 所 有 格 点 处 的 补充 关系 式 可 导出 由 未 知 量 的 
值 直接 计算 未 知 量 各 阶 导数 值 的 显 式 关 系 式 。 
下 面 以 引信 导数 的 最 高 阶 数 m = 2 的 情况 为 例 进行 讨论 。 此 
时 在 每 个 格 点 (包括 内 点 和 边界 点 ) 上 都 有 两 个 补充 关系 式 。 令 
Iul = (uis ust uw) 
|a 071 = Cu [P D Ve Lu yt 


lu = Cae! ue a 
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式 中 N OR ABR. BAH AHAA RIK AE T 
SOF RE JÚ 9k Jr 39 By; K 
A,lu | + Bylaw] + C lui = Ü ] 
Ai aD] Bola? + Calul = 0 Í 
式 中 ALB, C, RE Fi al c Ax? 为 元 素 构成 的 矩阵 ,而 AS. By. C; 
则 是 由 ah rAr 为 元 素 构 成 的 矩阵 。 对 式 (5.5.41) 作 消去 运算 
可 得 各 阶 导 数值 的 逼近 计算 式 如 下 


(5.5.41) 


fu?) = (By'A, — B'A) (GI5'C; - B,C) la} 1 
fu)! = CAT Bi- AS! B5) ! (A;C5 — AL Cui j 
(5.5.42) 


式 (5.5.42) 具 有 重要 的 应 用 价值 。 因 为 对 于 确定 的 网 格 而 
BAAN RR ER EH , 故 只 需 计 算 一 次 , 即 可 反复 使 用 。 
导数 的 计算 在 每 次 选 代 过 程 中 仅 需 做 一 次 矩阵 相 梯 运算 ,而 不 再 
需 蓝 重复 求解 大 型 代数 方程 组 ,大 幅度 地 减少 了 导数 计算 过 程 所 
增加 的 计算 工作 量 。 


5.5.4 GC- UENO 格式 

在 5.4 节 中 讨论 了 ENO 格式 。 这 是 20 世纪 80 年 代 发 展 起 
来 的 一 类 高 精度 .高 分 辩 率 格式 。 近 年 来 广泛 的 应 用 表明 该 类 格 
式 对 激 波 间断 和 接触 间断 均 有 很 好 的 分 辨 率 , 并 有 旦 在 极 值 点 格式 
不 降 硬 。 因 此 受到 普 电 重视 ,并 在 越 来 越 多 的 领域 得 到 应 用 。 人 得 
它 也 存在 某 些 不 是 。 最 大 的 不 足 之 处 是 随 着 格式 精度 的 提高 LE 
式 点 数 不 断 增加 ,从 而 在 毗邻 边界 的 内 点 处 不 得 不 降低 格式 精度 
的 阶 数 。 为 了 克服 这 个 缺点 ,我 们 将 广义 紧 致 格式 与 UENO 格式 
结合 起 来 ,构造 了 GC - UENO 和 格式 :0 。 其 基本 思想 是 将 UENO 
格式 中 原来 由 差分 决定 前 D O Di (21,2, r) s Hu 


ity 


2 
应 的 导数 来 决定 ,而 这 些 导 数 则 用 广义 紧 致 格式 求 出 。 下 面 以 一 
AE SF TB BS bp BEJ BB RB FA GC - UENO 格式 的 求解 过 程 
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du , If) -0 (5.5.43) 
ar ag 
它 的 具有 + 阶 精度 的 半 离 散 的 UENO 格式 为 
da) _ 8&8 _ 
Er ] ^" yg ho) (5.5.44) 
式 中 
hy. = hjal + hui 
5.5.45 
h 1=hr1+h i ) 
3 $3 4 了 
[6] Hpt, 
+ — + ` 21 ata 
hjst 一 Pi. 1 (z. 1) + a ax Az | uS | 
?十 去 


而 系数 ag 1 20254045 Br (5.4, 16 XE TIERE RE. 
在 5.4.4 节 中 介绍 了 确定 以 迎风 方式 和 对 称 方式 逼近 ft x) 
BETR PI i Cr) BER o 


CL) 在 迎风 方式 中 


Pax) 5 (C 2) pp 
- ( l ) (5.5.47) 
- EX 一 Xu _ 
Pile) = DT AA Dn | 
式 中 
k r+ 
Dj = art (ZE) + Ole") 
kr- 
DHP = ƏN + OCAx'!!) (5.5.48) 
Ck = 0,1,2,°",r)> 
(2) 在 对 称 方法 中 
. r(x oxi) " 
Pha) = 2) ae Dl 
n I (5.5.49) 
Cr Xj.) 
Po 1tx) = 2 EL 
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式 中 


ate 
Di = aE) ， + O(Ax7t15 
> PA . 


TE ) tOr) r (5.5.50) 


S 
= 
ll 
p 
S 
= 


(k = 0,1.2,. 7) 
REDO, DLP. DID DET Re BARRAR ms 限 
2 2 


制 函 数 确 定 的 ,并且 它 们 的 表达 式 是 随 精 度 阶 数 r 的 不 同 而 不 同 
的 。 例 如 ,对 于 r=2,3,4 PELLE RE DR RE E X 
(S.4.60)、 式 (5.4.61)、 式 (5.4.62)、 式 (5.4.63)1 (5.4.64) F 
式 (5.4.65) 纵 出 。 从 这 些 式 子 可 以 看 出 ,和 随 着 格式 精度 阶 数 rr 的 
提高 ,格式 点 数 越 来 越 多 。 

GC- UENO 格式 与 UENO 格式 的 不 同 之 处 就 在 于 确定 
Dj 和 Dj 和 的 方法 不 同 。 在 GC- UENO Hath, D; P 和 
DD 六 名 不 是 由 相应 的 差分 而 是 由 相应 的 导数 FS” Al ms PR] eR 
确定 的 ,而 AY) 则 是 由 广义 紧 致 格式 求 出 的 。 在 GC- UENO fi 
式 中 , 随 着 格式 精度 阶 数 ORR, DFO ALD P Kissa e 


不 同 的 。 今 以 7+ = 3 的 情况 为 例 说 明之 。 著 PPO CG H1,2,", 
N;k =1,2,3), 是 由 内 点 和 右边 界 点 为 二 点 四 阶 精 度 的 格式 
(5.5.35) ,而 左边 界 点 为 二 点 三 阶 精度 的 烙 式 45.5.36) 所 构成 的 
完整 的 补充 关系 式 求 出 的 ( 邑 由 式 {5.5.38) 求 出 的 )。 显 然 有 


EET 


ket 
At ff = as (SF) + O(Ar*) 
了 


易手 证 明 , WE RAK (5.5.48) 30 (5.5.50) BRAY DEM) DUM 
(& 20,1,2,3), PL EE H 4n F 


£3 fae tt) li) A 2 pt, lpio 
DEP = ms[Ax* AAP - DIT sf DU 
p=! (D; 十 D) 

j 2 ity POS 


eff DA Bid 
pi) = (Diy " Di rz 
pio = f 
DU] = A EZD,- 307 + Bora 
DQ = fia - 305 - 30,3 -jo 


(5.5.51) 
下 面 将 三 阶 精度 的 GC- UENO 格式 的 求解 过 程 归纳 如 下 。 
(1) 由 已 知 的 好 人 =12, e, N) ,计算 出 通 量 函 数值 fr = 


FE QuDG-1,2, N) 


XE A. 


(2) 由 式 (5.5,38) 计 算出 679 (51,2, NE = 1,2,3). 
(3) 由 式 (5.5.51) 计 算出 DE? AD D 
773 


(4) 按 下 列 算 式 计算 网 格 界面 c= rfr, 了 多 的 数值 


PEE J 


LMA, LAR hj EA, 2 


ity 2 
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& 
DLE 
Tif .G] +(z) d rD lp) 
nok fe ag D aD tP; 
(3) 
, {-4 
- - S ;] -) lfa- 1 . 
h, 1 m fu | > pel -站 [Di - 0,9) | 


(5.5.52) 

用 类 似 的 方法 计算 hil h; -3《( 这 里 来 用 了 迎风 型 格式 )。 

(5) 采用 三 阶 精 度 的 其 有 TVD 保持 性 质 的 Runge-Kutta 4! 
时 间 离 散 格式 求解 常 微分 方程 组 (5.5.44) 得 到 57. 

(6) 返回 到 (1), 如 此 循环 ,直到 计算 至 要 求 时 刻 或 达到 定常 
B IE. 

HE GC- UENO 格式 的 求解 过 程 可 见 , 一 旦 求 得 r°, 
每 一 点 了 处 的 计算 仅 与 i 一 1,j,j+1 TAK, LRA AE 
eae Im eee. PRAY RB UENO 型 三 点 格式 。 


5.5.5 GC- WENO- FCT 格式 

在 5.4.5 节 中 介绍 了 WENO 格式 ,这 是 从 1904 年 开始 发 展 
起 来 的 一 类 新 的 ENO 格式 。 与 传统 的 ENO 格式 相 比 , 它 在 计算 
过 程 中 无 需 递 推 判 断 插 值 区 域 中 解 的 光滑 性 以 便 选 择 一 个 最 光滑 
的 插值 区 域 并 由 它 来 所 供 网 格 界面 处 的 数值 通 量 , 而 是 将 每 一 个 
可 能 的 插值 区 域 所 提供 的 网 格 界面 处 的 数值 通 量 作 加 权 平 均 。 这 
样 就 取消 了 使 用 传统 ENO 格式 的 计算 过 程 中 出 现 的 大 量 逻 辑 语 
名 ,大 幅度 地 提高 了 并 行 计 算 的 效率 。 但 WENO 格式 仍 保 留 着 如 
下 不 足 : 随 着 和 烙 式 精 度 阶 数 提 高 ,格式 点 数 相 应 增加 ,导致 在 毗邻 
边界 的 内 点 钼 格式 精度 不 得 不 下 降 。 我 们 将 利用 广义 紧 致 格式 导 
出 的 导数 计算 关系 式 , 例 如 让 (5.5.42) 或 式 (5.5.38) ,与 WENO 
格式 相 结 合 愧 造成 可 以 达到 任意 阶 精 度 的 三 点 WENO 格式 ,从 市 
克服 了 在 上 星 邻 边界 的 内 点 处 格式 精度 下 降 的 缺点 。 为 了 能 更 好 地 
应 用 于 流体 力学 支配 方程 组 的 数值 求解 ,我 们 又 将 上 述 广 义 紧 致 
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加 权 基 本 无 振 葛 格式 {GC- WENO 格式 ) 与 FCT (Flux ~ Correct- 
ed Transperr) 技 术 结合 起 来 ,构成 了 GCC- WENO- FCT # RI", 
为 狠 述 方便 ,首先 简要 地 归纳 一 下 WENO 格式 。 
考察 如 下 一 维 标量 守恒 律 方 程 


Se a WD p (5.5.53) 
具有 r 阶 精 度 的 半 离 散 的 WENO 格式 可 表述 如 下 
(Gr) =- Eas - ya) (5.5.54) 
At = h aithi (5.5.55) 
2 TUR T2 


` r-l 
hic D Wrak (fj ha) (5.5.56) 
K-0 
qK Ujira Sie) = dg (at) (5.5.57) 


' [5] 2!pn*r 
an (x) = Pr (x) + > eua (Re (5.5.58) 


Tr 


wh Go=4,02,44,°°,HR65.4.16) BE, Py’ (2) 2 F 个 格 
BEER FC LL Las lek. sperm 构成 的 (= ~ 1) 
ew Em 


W: = SK = 
k= Tepe ren OK a Ober =D 


(5.5.59) 
+. Ck _ 
“K (e+ ISK)?’ 


AP s= 10 5,5 可 取 大 于 等 于 2 的 正 整数 。 


rl Pr 1 
ISk = >P Ar [Q e) de (5.5.61) 
I=1 1 


X. 


(K 20,1, 7 1) 
RP gh? Cr) Fe qd" (zx) 的/ 阶 导 数 ,Ci 是 最 佳 权重 ,由 式 


(K-—60,1,-.r—-1) (5.5.60) 


(5.4.81) 确 定 。 

有 +3 的 确定 方法 与 hj+1 的 确定 方法 类 侯 ESL. 

由 上 述 知 , 由, 是 由 r ÀH B KR Sk (zk o 
Ku kar oma (KR=0,1,2,…:r 一 1 分 别 得 到 的 > 个 搬 
ELETRE gg (2), (K —0,1,2, s, r - 1) TE IL L RI 
= = =; , LEER (Ë EE Jl ARF Y 430089, m] — PH dA OR 


ad (eR AR 个 格 点 处 的 /' 的 值 , 故 为 了 确定 AT, LEUR 


到 (2r 一 1 个 格 点 多 的 产值 。 正 是 因为 式 (5.5.56)、 式 (5.5.57) 
和 式 (5.5.58) 的 原因 ,导致 了 随 格式 精度 阶 数 > 提高 ,格式 点 数 
不 断 增 加 。 

下 面 来 介绍 GC - WENO 格式 的 构造 方法 。 

为 了 克服 WENO 格式 的 上 述 缺 点 ,将 式 (5.5,56) 修 改 为 


hj = > Wšqiys(z;,1) (5.5.62) 
式 中 
十 十 e] gp (=) 
qj sx) = Prstx) + » auae (es 
m1 dr 
(S =-1,0,1) 
(5.5.63) 
r 1 Kp 
a WES 
而 Pvstx) = DE ai er | g(t tee) (5.5.64) 
(S ——1,0,1) 


HI REM ME = A A Og," (x), 
gj "(zx) 和 (x) 在 网 格 界面 = = z,,1 处 的 值 经 加 权 平均 得 到 
的 ,而 每 一 个 插值 多 项 式 函数 o T (z) 是 直 一 个 网 格 点 x 一 zivs 
BAP RRENO- 1) 阶 导数 (2 二) 的 值 所 构成 的 。 
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将 式 (5.5.64) 代 入 式 (5.5.63) 可 得 


a^, + ag + aj 


rol anf 
qj.s (z) = 3 xil ) Cx - rag) + 
EE 
[5] rod K 
"mU Q2PWMNO. 1 Ord K-21 
2, aux > acm Us NC tas) 
(5.5.65) 
为 明确 起 见 ,下面 讨论 三 阶 精度 >= 3 的 情况 。 此 时 有 
-M Wšqirs(z.1) (5.5.66) 
age 
qi (z) = fig t Pl EE 
1 ZE) _ 2_ .1 (FF | 
(55 i zs) 2457 ax? fies 
LI 1 -t + 
fs + fjg (2 ~ zas) + fus (z Ejas) - 去 万全 Ar 
(S =-1,0,1) 
(5.5.67) 
DC) = Fest Fi Gd o zas) + 
+ 1 +(2) 
if HC ~ zas) ~ 34 fis Ax Z 
(S =~-1,0,1) (5.5.68) 
于 是 有 
glad) = fas ža xf a As 24:0 — (5.5.69) 
十 十 1 + 1 T 
a} Gu = fj + Sf; + pda? (5.5.70) 
l, = NT 
g(x) = fia gA af AP + iA 2p? (5.5.71) 
£ = 25 (S= 1,0,1) (5.5.72) 
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C$ 
~ (4075 + ISS)?’ 


(S =-1,0,1) (5.5.73) 


"n 
as 


3 


10 (5.5.74) 


3 on 
C, = x. C = 二 ,Ci = 


十 oad 
IS*, = part (Gey + (Ax? 1 + Aah)? 
IS: = 13, a( gre) y2 + (Axfi y 
° 43 T j uri 
十 +É +(1) 
IS; = asta y 十 (Ax? fiiv 7 Azfa y J 


(5.5.75) 
由 上 述 可 知 ,h ,1 由 J -1 和 1j+1 三 个 格 点 处 的 三 ， 


f' Opt EHE 
完全 类 似 地 可 确定 n 1 , 它 也 由 了 -1,7 8j € 1 三 个 格 点 处 


1s 
*3 


By y f Um f ORRE. 
WEE AS LATA, te 1, 和 j+1 三 个 格 点 处 的 信息 
p 了 


所 确定 。 

EER sE, (S= -1,0,1 和 =1,2) 是 由 内 点 和 右边 界 点 为 
二 点 四 阶 精 度 的 广 闵 紧 致 客 式 (5.5.35) 而 左边 界 点 为 二 点 三 阶 精 
度 的 广义 紧 致 格式 (5.5.36) 所 枸 成 的 完整 的 补充 关系 式 求 出 的 
{ 即 由 式 (5.5.38) 求 出 的 )。 

式 (5.5.54), 式 (5.5.55), 式 (5.5.66), 式 (5.5.68), 式 
(5.5.69), 式 (5.5.70), 式 (5,5.71), 式 (5,5.72), 式 (5.5.73), 式 
(5.5.74), 式 (5.5.75), 式 (5.5.38) 就 构成 了 GC 一 WENO 格式 。 

最 后 ,扼要 地 介绍 FCT BOR. 

FCT 技术 量 早 是 由 Boris 和 Book 在 20 世纪 70 FRERE 
来 的 一 类 通 量 限制 方法 '*?1, 其 哩 标 是 最 大 限度 地 利用 高 阶 格式 计 
算 所 得 的 通 量 值 而 又 不 至 于 产生 过 冲 和 下 切 现象 。 它 的 基本 思想 
是 首先 将 高 阶 格 式 通 量 与 体 阶 格式 通 量 之 差 定义 为 硫 扩 散 通 量 ， 
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然后 由 低 阶 格式 得 到 的 预 估 解 确定 反 扩 散 通 量 的 修正 系数 ,进而 
对 反 扩散 通 量 加 以 限制 .修正 以 满足 局 部 单调 性 要 求 。 它 的 实施 
步 又 可 归纳 如 下 。 


CO 计算 低 阶 格式 通 量 人 ,1 和 高 阶 格式 通 量 AM 


一 


(2) 计算 反 扩散 通 量 A, 1 DERE 
(3) 用 低 阶 格 式 求 得 预 估 解 :zw = ut SECA Lat 1)。 
17S j 3 


(4) Me i A ER AT = CLA 1, HP Oo 
C; , 1, C, ROSE E RC 

(5) ng Hj BR H ME IE Fš BJ 2 37 RoBi RR BIS B ARE: 
"E ‘a - AECAT, 3 一 Af ade 

其 中 的 关键 在 于 修正 系数 C ,4 的 确定 。 确定 Ci 的 原则 是 
[E P bh ILE uit 即 不 产生 新 的 极 值 点 ,也 不 对 现 有 极 值 点 
加 深 影 响 。 具 体 做 法 是 使 由 上 式 算出 的 «2^5 既 不 超过 某 个 规定 
的 a3”, 也 不 低 于 某 个 规定 的 az。 这 里 ¿me 和 az" 可 根据 起 
flu; .用 基 种 适当 的 方法 确定 。 例如 

uj^* = max( ul Lu, un), un = min( a ; ut ; ui) 

(5.5.70) 
采用 Zalesak[20 提 出 的 一 种 确定 修正 系数 C+ 二 的 方法 ,首先 


定义 进入 和 离开 网 格 单元 7 的 反 扩 和 散 通 量 分 别 为 
P; = max(0, A, 1) 一 min(0,A;,1) 
(5.5.77) 


1 


P; = max(0,A,,1) 一 min(0,A, 1) 


定义 预 估 解 的 上 梯度 和 下 梯度 分 别 为 
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As 

to Cu _ ui Ar 
A (5.5.78) 

一 p min Xj 

Qo = (u uj) m 


Hi X PRUE RAR GR j Ab BEAT ot (overshoot) Al F H (undershoot) 
的 进入 和 离开 网 格 单元 了 的 皮 扩 散 通 量 的 临界 系数 分 别 为 
" = [mn TED, OH P; > om 


^ lo, M prom 
(5.5.79) 

={ RU) Mp > 0m 

' Io, M P; = 0 时 


显然 ,所 有 反 扩 散 通 量 都 是 离开 一 个 网 格 单元 和 进 人 相 邻 的 
一 个 网 格 单元 ,因而 对 前 者 将 对 下 切 进行 限制 ,而 对 后 者 应 对 过 冲 
进行 限制 。 为 了 保证 前 者 既 不 发 生 下 切 ,后 者 又 不 发 生 过 冲 , 要 求 
取 一 个 最 小 值 。 因 此 修正 系数 被 确定 为 

| R) H Ani > OMT 
+4 = 


C, (5.5.80) 


min( Rj R7) H A1 < 0 Bt 

我 们 把 由 NND 格式 确定 的 数值 通盘 作为 Ar, THER GC- 
WENO 格式 确定 的 数值 通 量 作为 iy RB BRA LË FCT iX 
术 。 这 就 是 我 们 提出 的 GC 一 WENO 一 FCT 格式 的 实施 过 程 。 


5.5.6 满足 “抑制 波动 原则 "和 “稳定 性 原则 ”的 紧 致 格式 
f ESAL , CU BJ S SUR AA X RRR z # AHS E “Hy EQ 
动 原则 ”" AMA Y Be TT ACE 8k E E DER FARE LUCUS zt 
£j UENO 格式 或 WENO 格式 结 台 起 来 。 
DEES Aa RE .高 分 辩 率 格式 的 一 条 新 途径 。 它 利 
用 紧 臻 格式 或 广义 紧 致 格式 和 待定 系数 法 能 从 事先 规定 的 保证 格 
式 具 有 革 些 所 希望 性 能 的 一 些 原则 和 要 求 ( 例 如 “抑制 波动 原则 ”， 
“TEER” “ha SR” A HE ER ,格式 点 数 等 ) 出 发 ,用 一 种 
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通用 的 方法 构造 出 所 需要 的 高 精度 ,高 分 辩 率 格式 。 作 为 一 个 鲍 
子 , 构 造 了 一 个 三 阶 精度 的 满足 抑制 被 动 原 出 L8 E FE JR MU RL HS DE 
原则 的 二 点 紧 致 格式 22 。 

考察 如 下 一 维 波 动 方程 


ar ^73, 一 0 (5.5.81) 
其 半 离 散 方 程 为 
(3) =- «E (5.5.82) 


采用 如 下 Hermite 补充 关系 式 来 逼近 上 述 半 离散 方程 中 的 


Ax CA Fis + BoF; TREE = 
(5.5.83) 


aja, + Got; t a 1-1 


式 中 ， F, = (六) + OC Ax*), B. B Pisa ay, a 1 均 为 待定 常 


数 。 我 们 的 目的 在 于 适当 选 定 这 6 个 待定 常数 以 便 构造 出 满足 
^35 sa 28 sJ J |" E E FE D. WI” +I “ 38 8 JA HII] " = BY RE = s= 
紧 致 格式 。 

首先 来 导出 半 离 散 格 式 ! 式 (5.5.82), 式 (5.5.83)| 的 修正 方 
程式 。 
将 式 (5.5.83) 等 号 左 、 右 两 侧 分 别 在 x = zi 点 邻 域 作 Taylor 
展开 ,经 整理 后 可 得 


3 
F; = 2 | are + Ara Sut + 等 at?) 4 Ax 


att Tar “m 


6 
A, ui) + A s us? + Tr a uj® 一 AT’ Bako? 一 
Ax? 9 2) Ax, poy _ Ar, pa _ Act (5) 4 a. | 
2! BaF} 3! B,F; 4! BF; 51 Bat; + | 


(5.5.84) 
式 中 
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mL AD Br = B +B tas Ba = FB 1B, = Bit a 


ay = a, + ay T Q -12%m = 8, 7 X 1:4, = 8,4 T G..| b 
an "T ave 
wie =) E = =] n = 1,2,3,4,5,6 
j dat}? ax” ], 
(5.5.85) 


将 式 (5.5.84) 对 x 逐次 求 导 , 然 后 再 逐次 回 代 , 可 得 
F; = À apti 1 dioui” + do ui) + dag ut? * dao u ui?) + 


diu + daut + CaF +) (5.5.86) 
式 中 
dio mund - Aarm AX? = da = is = da 
dw =a, Fa Ada B, Ax? — lark, 和 aT = ds = da 
Ax Ax? Ax" 
di =a, x 3" — Ada Ë, Ax? ~ Ad Ë, ST ~ Aa sf, E = 
day 
A. Az? Ax 
dag =a, E - - Ad 4 Pw dx? — Adan By Hp ~ Mas Br — 
Ax? .5 
Aa TB, FIN 
EN A a 
d sq = t, $5! Ad 51 By &x? 7 Ads, Š ST - Ads, B, S m 
Q5 
Àa, [^ PIE 
Ar? Ax 
dag =a, é! B Adg Bn Ax? -adeh Š E — Ad g3 B,, ETE = 
Ax’ 
Aa, 48 
. _ Az Art . Axt .o0Q Ar? 
Ca =ABmnBa gy T B, sy ` Cs qp T ACR Be p — 
AC’ sy Ba Ax? 


x 


dsa =a, El - Anus Ar, r 
Az” _ ad -à 
31 T MS BLA x anba SE 2i 


Ax* 4 
ds; =a, {> 4T ~ Ada B, ^x? — Ads f, S 3r — AGB a ET 


rt 


Ax a 
deg =O, ° 3! - AaB, A= >! 


Azt r’ 
de =a, Gr 4! — Ads By, Ax? - AaB, SE 


P x? Ax? 
gi = üa £13 ES — Ade B, x? = adoh 5s AQ, apa 12 
«ng Az? 
Cs; —AB, Ax! — B, ST 
Az? Ar^ 
Cs; 8 ABA, ST 一 Aud ~ Brn ETE 
í Ar? A zŠ 
Csi 二 18 UL 31 一 AC apa EE 2i - ACS. B, Ax? T B. 4! 
(5.5.87) 


将 式 (5.5.86) 代 人 人 式 (5.5.82) 即 可 得 到 由 Hermite 补充 关系 
式 (5.5.83) 类 通 近 一 阶 空间 导数 的 半 离 散 格 式 (5.5.82) 的 修正 方 
程式 


2t 2 | 
"y N x 52) B (5.5.88) 
j 2x iy 
式 中 
vg —— adap 


vı = a(1- Ady) 1 (5.5.89) 
v, =- ad, (n = 2,3,4,5) | 
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若 要 求 格式 具有 三 阶 精度 , 则 vorir v BBB SE, B t 


可 得 
a, + agta = 0 (5.5.90) 
a, a í = ñi t fo + B. (5.5.91) 
Ë, - By = Fla te 1) (5.5.92) 
Bo Ba = dice) (5.5.93) 
并 且 此 时 有 
"EE aaa fa) (5.5.94) 
2 
vs = ZZ a“) | (5.5.95) 


根据 式 (5.2.16) ,以 及 式 15.2.13) 和 式 15.2.14) 列 ,对 于 三 和 阶 


和 略 式 而 二 ,应 满足 下 列 条 件 。 
稳定 性 条 件 :y 过 0, 在 全 流 场 
换 制 波动 条 件 :vs < 0, 在 激 波 左 方 
vs > 0, 在 激流 右 方 
由 式 (5.5.94) 一 式 (5.5.98) 可 得 
Se <- 0.51639, 
4a > 01 " 
- 0.51639 < = < 0, 


0 < ** < 0.51639, 


4a < 0 Bf. 


0.51639 < =, 


"n 


3x (5.5.90) —z5(5.5. 03) BE 
| f 3X-2 
fi = sirol 


(5.5.96) 
(5.5,97) 
(5.5,98) 
CRRA 
RRA 
在 激 波 左 方 | 
ERRAN 
(5.5.99) 
(5.5.100) 
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Bo =~ É x e (5.5.101) 
A =- [itus je (5.5.102) 
a = ix) (5.5.103) 
ay =- iix) | (5.5.104) 
sen x=- (2, 
Gn 


综 上 所 述 ,为 了 构造 满足 稳定 性 条 件 和 抑制 波动 条 件 的 三 阶 
精度 格式 ,补充 关系 式 (5.5.83) 中 的 6 个 待定 系数 应 按 如 下 方法 
来 确定 :在 任意 选 定 a _ 1 和 依据 条 件 式 (5.5,99) 适 当选 定 X MA 
提 下 ,利用 式 (5.5.100) ~ 3$ (5.5.1040 4: FE HY B1. Bo. 8-100, 
T ag 

现 给 出 下 区 四 各 不同 情况 下 ,用 上 述 方 法 选 定 的 待定 系数 。 

(D a>0, ARFRRAD 

B. = 2,8 = 4,8, = 0, 
a. =-S5S,a9 =4,a, = 1 (5.5.105) 

(2) a>0, 且 位 于 激 波 右 方 

B-i = 7,8 = 16,8; = 1, 
a-i =- 18,29 = 12,a, = 6 (S.5.106) 

(3) a <0, H fu T BOR Ze Jr 

B-1 = 1,8) = 16,8, = 7, 
a, 2-6,ag =— 12,4, = 18 (5.5.107) 

(4) a<0, 且 位 于 激 波 右 方 

有 =0,8=4,8 一 2， 
&17-1,29 2-4,0,— 5 (5.5.108) 

最 后 ,将 前 面 的 讨论 妇 纳 如 下 。 

式 (5.5.82), 式 {5,5.83), 式 {5.5.105) 一 式 (5.5.108) 构 造 了 内 
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JB i E SU a i al a FA se t D DUI R EY — =a BS zÑ, 

为 了 使 得 补充 关系 式 封 闭 ,除了 上述 内 点 的 补充 关系 式 之 外 ， 
还 需要 规定 边界 点 处 的 补充 关系 式 。 采 用 与 内 点 完全 类 似 的 方法 
可 以 定 出 边界 点 补充 关系 式 中 的 请 待定 系数 。 现 将 所 得 到 的 满足 
抑制 波动 原则 和 稳定 性 原则 的 二 阶 精 度 的 三 点 边界 紧 八 格式 给 出 
如下。 

CD 左边 界 点 (j = 1) 处 的 二 阶 三 点 紧 臻 格式 

补充 关系 式 为 


Az(B Fj + BoF;) = 
azti T arupa + aou; (5.5.109) 
下 面 给 出 四 种 不 同情 况 下 ,上 式 中 的 请 待定 系数 。 
(i) a >0, AMFREAH 
By = 5,8) = 9,2; =- 12,a, = 10,25 = 2 (5.5.110) 
(ü) a 20, R fu d ECC J 
Bg = 3.8, = 7.a9 =~ 8,08, = 6,234 = 2 (5.5.111) 
(ü) a<0, Bu T HORE ZE r 
Bo = 3. i =- 3,00 = 
一 2,al = 6,a; = — 4 (5.5.112) 
(iv) a «O0, EH. fr T HERE UE 
Bo = 3,8) = 一 1,an = 
4,31 = 6,23 =>? (5.5.113) 
式 (5.5.82), 式 (5.5.109), 式 (5.5.110) 一式 (5.5.113) 构 成 
了 左边 界 点 (7 = 与 处 的 满足 抑制 波动 原则 和 稳定 性 原则 的 二 阶 精 
度 的 三 点 紧 致 格式 。 
(2) 右边 界 点 人 = 六) 处 的 二 阶 二 点 紧 致 格式 
补充 关系 式 为 
Ar F, + B.,F; 4) = 
apu; +a Qj. + Ge atja (5.5.114) 


下 面 给 出 四 种 不 同情 况 下 ,上 式 中 的 诸 待定 系数 。 
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(ü a>0, BR T GE IE; 
B-11 = 1,8. =>- 3.4.2. = 
—2,a | = 6,as =- (5.5.115) 
GÐ a>0, E fr TBI 8 7r 
B. = 5,8 = 3,a 5-7 
—-4,a12 6,09 = — 2 (5.5.116) 
Gi) a<0, H fr FRE ZA Jr 
B-17-7.Bo-- 3,425 
2,a_-, = 6,49 = — 8 (5.5.117) 
(iv) a<0, Hf FRE AT 
B-1 =—- 9,8) =- 5,a.2. = 
2,a , = 10,ag =- 12 (5.5.118) 
3&(5.5.82) 5X (5.5.114), Æ (5.5.1158) — 3X (5.5. 118) H4] IR 
了 右边 界 点 tj = N) Ab BJ PAE rd 38 5 UE AE rtc = B 
精度 的 二 点 紧 致 格式 。 
多 个 典型 例子 的 实际 计算 表明 ,本 小 节 中 构造 的 紧 致 格式 除 
了 在 激流 附近 有 小 波动 之 外 ,能 够 在 绝 大 部 分 区 域 获 得 无 波动 的 
解 。 但 如 果 格 式 不 满足 式 (5.5.99), 则 会 导致 大 范围 内 解 出 现 波 
动 。 为 了 进一步 撮 制 激 波 附近 的 波动 ,可 朗 求 在 激 波 处 满足 “ 炳 增 
条 件 " 式 (5.2.23)。 它 可 表述 为 
of af L0 (5.5.1109) 


“4 Je? Ox 

式 中 代表 f' 和 了 。 为 了 满足 这 一 条 件 , 首 先 由 下 式 判 断 激 波 
位 置 

bia — 2b; + Pj 

Pisi t 2p) + p;-1 
式 中 5 为 给 定常 数 。 与 满足 于 式 的 点 相 毗 邻 的 点 处 格式 的 系数 
应 按 式 (5.5.119) 的 要 求 来 决定 。 采 用 这 一 方法 ,通过 调整 常数 C 
可 以 有 效 地 抑制 激 波 畦 近 解 的 虚假 波动 。 


> C » (5.5.120) 
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5.6 时 一 空 守 便 方 法 


时 一 空 守住 元 和 和 解 元 方法 (简称 “CEISE 方法 ) 是 S. C. 
Chang'”3; 提 出 的 求解 双 曲 型 守恒 律 方程 的 一 种 询 新 的 数值 方法 。 
无 论 从 概 钨 上 还 是 从 构造 方法 上 , 它 都 与 传统 的 数值 方法 有 所 不 
间 。 首 先 , 它 把 时 间 和 空间 完全 统一 起 来 ,并 同等 对 待 ,并 从 守恒 
律 积 分 理 方 程 出 发 ,通过 设立 守恒 元 与 解 元 ,使 格式 局 部 和 全 局 都 
严格 保 还 其 时 间 和 空间 统一 的 物理 守恒 律 。 上 其 次 ,该 方法 把 流 场 
变量 上 及 其 对 空间 偏 导 数 均 作 为 独立 变量 同时 进行 求解 ,这 样 一 来 ， 
与 传统 的 差分 格式 相 比 ,在 相同 格式 点 数 的 情况 下 ,其 税 式 精度 可 
以 达到 更 高 ,还 更 便于 边界 条 人 忻 的 精确 厦 行 。 第 三 , 它 除 利用 了 简 
单 的 Taylor 展 并 逼近 外 ,无 须 共 它 的 插值 技术 ,也 不 需要 任何 特 
征 分 解 或 通 量 分 裂 技 术 , 因 此 ,格式 构造 思想 非常 简单 ,物理 意义 
清晰 ,通用 性 好 。 最 后 ,该 方法 可 直接 推广 到 多维 情形 ,无 锁 采 用 
维 效 分 解 或 交替 方向 技术 。 更 具 吸 引力 的 是 ,该 方法 不 仅 可 用 来 
求解 连续 菠 动 问题 ,而 且 可 用 来 求解 含有 激 波 等 的 不 连续 流动 问 
E ,其 高 分 辩 率 的 数值 结果 甚至 比 目 前 广泛 流行 的 某 些 高 分 辨 率 
格式 的 计算 结果 还 好 。 正 是 由 于 上 由 述 这 些 独特 的 优点 ,该 方法 正 
越 来 越 受 到 人 们 的 广泛 甘 注 。 目 前 ,该 方法 已 经 开始 用 于 一 些 复 
杂 流 场 的 计算 ,如 内 煤 和 外 爆 问 题 . 声 / 波 及 波 / 涡 干扰 问题 ,ZND 
BAREA] ,而 且 它 还 被 美国 NASA 列 为 第 二 代 CFD 程 
序 中 的 主要 算法 之 一 。 但 是 ,由 于 CESE 方法 把 流动 变量 及 其 对 
空间 偏 导数 均 作 为 独立 变量 同时 进行 求解 ,因此 该 方法 要 求 在 每 
一 个 网 格 点 上 守恒 元 的 个 数 与 该 点 待 求 变量 个 数 相 等 。 即 使 在 解 
Zü'P UH -- Er Taylor 展开 式 来 通 近 有 关 函 数 时 ,在 一 维 情形 它 在 
每 个 网 格 点 需要 设置 两 个 守恒 元 ,在 二 维 及 三 维 情形 分 别 需 要 设 
置 三 个 及 四 个 守 便 元 。 于 是 ,在 多 维 情 形 下 守恒 元 的 设置 成 为 该 
方法 的 关键 也 是 难点 之 一 。 正 是 由 于 这 一 点 ,是 前 还 未 所 到 国外 
A= HE CESE 格式 正式 发 表 。 为 此 ,我 们 对 格式 的 构造 方法 作出 
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Tu SOUS EB it E M. EE RHA RAT 
A Lae HUE SLT v SED u , HK sp Hi — T E SES A Eé , RI 
T PSI 3B 2E A63 A Fa] ep fa] £ E O9 f SG A E vital SE ni E Sk D 
要 求 来 导出 关 寺 流动 变量 及 其 对 空间 偏 导数 之 间 的 补充 计算 关系 
式 。 出 此 导出 的 新 格式 不 仪 保 留 了 原 格式 的 优点 ,而 和 由 格式 更 为 
简单 .实用 ,尤其 是 很 容易 推广 到 多 维 仿 形 和 高 阶 格 式 。 下 面 将 分 
别 介 绍 采用 上 人 述 新 的 格式 构造 方法 导出 的 ~- 维 ,二 维 及 三 维 Euler 
方程 的 时 一 空 字 恒 格式 。 


5.6.1 一 维 Euler 方程 的 时 一 空 守恒 格式 
一 维 非 定常 Euler 方程 组 可 写成 如 下 形式 


Ju, 3f. EN 4 
FP. + an = Dm = 1,2,3 (5.6.1) 
式 中 
u= ous = V u, = E, = —P + Lov? (5.6.2) 
1 P S V u = L, 7 -1 PES QU 
Ji = pV = 4, | 
fr = pV + p = (y - us + EG Yala, | 


fim (E, + p)V = yuzusfui = yO -Dabla | 
(5.6.3) 
3E BE OCEAT23]B) EE ruri et 代表 Euclidean 空间 
Ej 中 的 两 个 坐标 。 利 用 Gauss AEE o (5.6. 1) a] (3 A F #: 
分 型 守恒 律 方程 式 


中 + aS = om = 1,2,3 (5.6.4) 
scv) 

式 中 SCV) 是 E; 中 任 一 区 域 V 的 封闭 界面 ;而 
Ay, == (f, + ua sm = 1,2,3 (5.6.5) 


它们 分 别 是 时 间 一 空间 中 的 质量 .动量 及 能 量 的 流 密度 向 基 ， 
dS=(d#, - dz), 
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应 当 强调 指出 的 是 ,积分 方程 (5.6.4) 是 把 时 间 和 空间 完全 统 
一 起 米 阿 等 看 待 而 得 到 的 。 

下 面 介 绍 守 但 元 和 解 瑟 的 划分 方法 。 如 何 设计 守恒 元 ( 即 
CE) 和 解 元 ( 即 SE) 是 CESE 方法 的 关键 之 一 。 不 同 的 设计 方法 
将 导致 不 同 的 计算 格式 。 碾 谓 守 恒 元 就 是 时 一 室 中 选 定 的 某 一 区 
域 ,在 其 中 要 求 积分 方程 (5.6.4) 成 立 。 为 此 可 把 整个 求解 威 按 …… 
定 概 求 划分 成 许多 个 相互 措 接 而 不 重要 的 守重 元 ,并 要 求 积分 方 
程 (5.6.4) 在 共 上 得 到 满足 ,由 此 导出 若干 个 离散 方程 ,用 来 求解 
各 网 格 点 上 的 流动 变量 及 其 空间 偏 导 数 。 这 样 做 还 可 保证 积分 方 
程 45.6.4) 在 局 部 ( 即 各 个 守恒 元 上 ) 及 全 局 ( 即 所 有 等 恒 死 之 和 ) 
均 得 到 满足 。 所 谓 解 元 则 是 在 每 一 个 网 格 点 附近 取 定 的 一 个 微小 
区 域 , 在 其 中 假定 流动 变量 足够 光 光 并 可 用 某 一 简单 函数 来 近似 。 
在 原始 的 CESE 方法 中 ,在 每 一 网 格 点 上 要 求 设置 守恒 元 的 个 数 
与 待 求 变量 的 个 数 相 等 ,以 便 得 到 相应 数量 的 离散 方程 来 求解 这 
些 变 量 。 困 此 ,在 一 维 情 形 下 ,如果 每 一 网 格 点 上 有 两 个 独立 的 待 
RER un 和 wy, 那么 CESE 方法 中 在 每 一 网 格 点 需要 设置 其 
个 守恒 元 。 而 在 我 们 改进 了 的 方法 中 ,无 论 是 在 一 维 , 二 维 还 是 三 
维 情形 ,在 每 一 个 网 格 点 上 都 只 需 设 置 一 个 守恒 元 ,由 此 得 到 一 个 
主要 的 离散 方程 ,而 采用 流动 变量 在 丙 个 相 分 时 间 半 层 解 元 的 公 
共 点 上 连续 的 要 求 (或 简单 地 采用 差 商 台 近 微 商 的 方法 ) 来 提供 足 
够 数量 的 补充 关系 式 。 这 种 做 法 使 得 守恒 元 的 设置 很 容易 ,格式 
构造 也 非常 简单 ,便于 应 用 ,同时 也 易于 进一步 推广 到 多 维 情形 。 
具体 来 说 ,对 于 一 维 情形 ,在 x 一 :平面 上 采用 如 图 5-2(a) 中 的 交 
错 网 格 ,用 O POR E; 中 的 网 格 点 (i ,x ) 集 合 ,其 中 i Ain 分 别 代 


表 空间 方向 和 时 间 方 向 的 标号 ,n = 0, + i, " >, we SAP 4 


"Us Vien} OO, RA T REG SEC, 


?和 一 个 守恒 元 CE(i za) 与 之 对 应 。 这 里 ,相应 于 网 格 点 AC, 
?2) 的 解 元 取 为 图 5-2(5) 中 的 四 边 形 BDF6 PT E] H, SF Ei 96 CE 
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(Ci, MRE S-2(6) PEJE BCEF 所 围 区 域 。 


Les, 
NZ 


(12,12) D 
(b) 
图 5-2 网 格 点 分 布 及 解 元 .守恒 元 的 划分 
(a) 网 格 点 分 布 ;:(8) 和 解 元 SEti,n) 和 守恒 元 CEti,n}) 的 划分 。 
根据 上 面 关 于 解 元 的 假定 ,¥ (2,2) € SE(i,n), 我 们 可 采用 
ABA BR uh (miti n) alr, tiis n) KIRE A E 
的 mkzryi) 和 六 (zt 这 里 采用 最 简单 的 一 阶 Taylor BAR 
来 逼近 unl fula, BNR 


us(r.tii.m) = Cu, dh + 


E(j-1/2, n-1/2) 


Cur dita — xj) + (u, M 一 77) (5.6.6) 
Fu x.tii.m) 一 (Fo T 
Cf M (x — x) + CRT G = tr) (5.6.7) 


相应 地 可 设 
Hi(r.t;i,n)- 
(fnixr.tii.n).uy(r.tii.n)) (8.6,8) 
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于 是 方程 (5.6.4) 便 可 以 用 下 式 来 进行 逼近 
中 Hi.d$-0,VG,n)€ Q (5.6.9) 
S(CE(i,n)J 


(m = 1,2,3) 

Wu, ul (z,tyi,n)f#RR f = fala, tiin) (HP <; 
(rti n fia tii n) rH BIA CS.6.6) f 35 (5.6.7) RE) 
f&A3XC.6. 1) 8] f8 

Gu)? =~ CUN (5.6.10) 
由 小 (5.6.10) 及 简单 分 析 不 难看 出 ,在 每 个 网 格 点 上 要 求 的 
独立 变量 只 有 s, Munra 
将 式 (5.6.6) 一 式 (5.6.8) 代 人 式 (5.6.9), 可 得 


$ H; “ds = j [fadt — uidr] = 
SCEL. n)) S(CECG n 


— fuses 一 IDEE 十 [Fade 一 [uar 十 [rae = 
DE EF FB BC 


on 


- J: CCIE + Qu TE = an) lda = 


-12 


n-li? nz 
| [Cun eis + (time) T (x 一 Yan) ldz * 


Í [CET + (fa) aE Ct =" ydg 一 


a 


J [Cup + Cum ix = z;)]dx + 


AoW? 


| LOUP + (fae NEG - 21) Jae = 
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Ax "T 2-124 Ax? nL? -112 
- > (Cem); " + Caio ]-*$- LG 1/2 - nuu ] + 


a n -1/2 x n 1/2 - n-1i2 4 
20.) "m 7 COLS ] + SP [Gs A 7 foi; uy f+ 
(u, Jf Ax = 0 
经 整理 后 可 得 
(us? = (5) ys * (tm Poe + 
GOLA ~ GONE] (5.6.11) 
式 中 
"oL Ax n" At n" AC L 
(Sr = ÊE Cum) + uar BEGur (5.6.12) 


式 (5.6.11) 是 我 们 得 到 的 一 个 主要 的 离散 方程 。 

为 了 得 到 求 xwzx 的 补充 关系 式 ,要 求 wm 在 两 个 不 同时 间 尘 
屋 的 相 邻 解 元 公共 点 BB 和 下 ( 见 图 $5-2(5)) 上 连续 (或 相 容 ), 分 别 
可 得 


l n- ni 
(tha X T (Cus, P Får = Cin TS 十 CH IA 


Ctm)! CP EAr = Gu SE + Gee TA: 
由 此 可 得 
GP = GLO QN]  (5.6.13) 
AP 


(ui. =t eG, up - Ge] 


一 — -12 , Ag n-1/2 
(ttm Man 一 Ce IG + 3 m inan 


式 (5.6.13) 实 际 上 也 可 以 看 成 是 一 个 中 心 差 分 逼近 。 
离散 方程 式 (5.6.11) 和 式 (5.6.13) 就 是 我 们 得 到 的 一 维 


] 
i (5.6.14) 
j 
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Euler]; # 1 Bp — 9 Sp fg OK. dE dE 75 BJ RE E MEG aX Lj S BÀ 
123] 中 的 a 一 格式 在 s=0.5 BERE 306 — FE LL CAR L23 1 F 
的 a 一 e EAN Ae TE n E BJ ahh acu 格式 ( 芭 pp = 0 时 的 a-p Hf 
式 ) 基 础 上 通过 加 人 适当 的 人 工 粘性 SR fa #6 TE — Be HE SP 
过 程 市 得 到 的 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 :23j。 而 这 里 只 用 上 还 
简单 的 构造 方法 重 可 得 到 。 上 后 面 还 将 看 到 ,应 用 上 述 构 造 方 法 也 
很 容易 得 到 二 维 及 三 维 Euler 方程 的 时 一 空 守 恒 烙 式 。 

对 于 未 洛 滑 或 变化 比较 剧烈 的 流 场 计 算 ,应 对 式 (5.6.13) 作 
适当 修正 。 例如 可 将 其 右 端 的 简单 算 本 平均 用 下 面 的 加 权 平 均 来 
ES 


QD = WCU DP (bed; a) (5.6.15) 
式 中 W 是 -- 个 限制 函数 ,其 定义 为 
(1) W(0,0,e) = 0 
(2) Wir ,xr..a) = |l r il tin ie, il elit ti we lt] s 
MM | y |° +i x |° > 0 Ff ! 
(5.6.16) 
这 里 ,a 是 -一 个 可 调 参数 ,一般 取 1 或 2 即 可 。 上 式 相当 于 一 个 简 
单 的 樟 度 限制 器 , 它 能 有 效 地 抑制 数 波 附 近 的 非 物 理 数 值 振 葛 。 
当然 ,也 可 以 采用 其 它 形式 的 限制 函数 ,例如 MinMod ER CE, E 
JR BL, 
Eni fr 28 J — 4 Euler 方程 的 时 一 空 守恒 格式 的 构造 方法 很 
容易 推广 到 一 维 Navier-Stokes 方程 的 情况 ,此 处 不 上 骨 蓝 述 。 有 兴 
趣 的 读者 请 阅读 文献 127] 。 


5.6.2 二 维 Euler FRA HS Te 
SU [. iig — 2 Euler 方程 的 时 一 空 守恒 格式 推广 到 二 维 情 
JEU. — HEJESE E Euler 方程 组 可 写成 如 下 形式 


Pu, 9f, gu 
T = b 
ar | FE + ay O,m = 1,2,3,4 (5.6.17) 


式 中 
iy = p, ua = ptt, ty = pu. ug = E, = 
VE elu v) (5.6.18) 
fr = pu = w 
21 
2 3—-yYui y—1\43 
frees pa Ores S2) e (opt 
fr puo = TEM, 
1 


uais (2 - 1e + ouibus 


H 2 ui ! 
(5.6.19) 

g1 5 pe = us j 

-= Q #283 
g2 pue = 7 

ye WEERAL (z2 

—( + p) Has y —1\(45 + uus 
E4 = i pjv = y u| | 2 ui 


(5.6.20) 
& r 5a, z EE y, r =: 代表 Euclidean 空间 Es, 中 的 三 个 坐 
标 。 利 用 Gauss 艇 度 定理 由 式 (5.,6.17) 可 得 如 下 积分 型 守恒 律 方 


~ 


$ H, :dS = 0,m = 1,2,3,4 (5.6.21) 
a SOV) 


式 中 SCV) E 中 任 一 区 域 V 的 封闭 界面 ,而 

H, = (famn) m = 1,2,3,4 (5.6.22) 
分 别 是 时 一 空中 的 质量 ,x 和 > Jy ru s Et BE d h act ES, 
dS==don ,这 里 de 和 分别 是 SCV) 上 一 个 面 元 率 的 历 积 和 单位 
外 法 线 向 量 。 
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现在 来 讨论 守恒 元 和 解 元 的 划分 方法 。 在 二 维 情形 ,如 果 每 
一 网 格 点 上 有 下 个 独立 的 待 求 变量 ww uu 和 za， 那么 在 原始 的 
CE/SE 方法 中 每 一 网 巾 点 需要 设置 一 个 守恒 元 ,以 便利 用 由 此 得 
到 的 三 个 离散 方程 联 立 求解 这 王 个 独立 变量 。 这 种 合法 使 得 守 全 
元 的 设置 很 复杂 ,网 格 布 局 为 二 角形 状 ,同时 格式 推导 也 非常 繁 
草 , 使 用 起 来 不 天 方便 。 而 在 我 们 改进 的 格式 构造 方法 中 ,在 每 个 
网 格 点 只 需 设置 一 个 守恒 元 ,使 得 守恒 元 的 设置 很 简单 。 下 面 将 
给 出 一 种 比较 简单 的 守住 元 和 和 解 元 的 划分 方法 , 它 是 一 维 情形 的 
一 种 自然 推广 ， 

设 在 r-y 平面 上 的 网 格 点 布局 如 图 5-3(a PUR ,其 中 空心 加 
点 和 又 点 分 别 表示 两 个 不 同时 间 半 层 上 的 网 格 点 ,它们 是 相互 交 
错 的 。 用 Q EE, 中 的 网 格 点 (7 ,jz) 集 合 ,其 中 jun 分 别 
代表 两 个 空间 方向 和 个 时 间 方 向 的 标号 ,x = 0, 上 才 ， 
sU. VOLI, n) C D TEA T ROG SEC). 
2) 和 一 个 守恒 元 CEC jsn) S CERE ORIS 5-3(5)), 其 中 解 元 


L£ 24 
2" 


ijantyint 2 


图 5-3 WBS aH Rio .守恒 元 的 构成 
(a) ru 平面 上 的 网 格 点 分 布 ; (b) WR ú SEC: AUSF HG CR ig RO aR 
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FGH . i sr fi 7G CEC j, nO RIBUS dz fe EFGHH'G FE , 
HEER, Yr, y, ESEC, n), F Ei — BT 
Taylor E JF x 3&8 ilc 75 38(5.6.17) PII uu (rv t). fa Tyt) 
和 gr y z) 
Unt ybi jo t) = (uu + (u, a Ge — zi) 4 
City [y y) + Gu; BD (5.6.23) 
fir, lil jJ n) = (falta + CF Nr — ri) + 
COS y 7 y) t (f, J) (r — 100 (5.6.24) 
gr rin) = (ga); + (ga) (z — x) + 
(kay (y — y) 1 (ga n tt t) (5.6.25) 
相应 地 有 


Hi (x,u, ti n) = (fi ry tii,jn), 


ga[z,y, tii, jn um ri ystii, jn) (5.6.26) 
TGROGPERXC.6.21 MEE RT B] F OR Bin 


f H? dS =0,Wisjsn) € Q (5.6.27) 
SCEL. 082) 


将 w= lz, y tii,J n). fy = Ja m. ysty jon) A 
gm 7 Em ery trig MCE usriyitii,jo n). f x.t 
jn) gLOxr.y.tidi. jen): BIB ALCS.6.23) 0X (5.6.24) 和 
3X(5.6.25) UI SE ALA GR CS 6.17) 8148 

GM 7T 7 CUP; - Gs (5.6.28) 

由 此 不 难看 出 XE — HETRETE F Bp RUF EX E Re E 22 s fet B5 dh v. AE 
HAA u, tm py 

将 式 (5.6.23) 一 式 (5.6.26) 代 人 式 (5.6.27) ,经 整理 后 得 


nl 


ee 


Ax | | n-li? 


2 + 


! | PE. 


1 Mi | ' i 
CHES 1 | 2 [- >) (5.6.29) 
! 2: | p12 U PO 
AP 
QUE) - li (Qu, Ar ` mar) 
7 1 . | 
Atj 2 Bus + ay fs = Arf, 十 Athi} J | 
(5.6.30) 
QUY) U i| (2 u, T AN . uas) 7 


NS fus gs ~ Avgm + AtEm) | 
l (5.6.31) 
为 了 得 到 另外 两 个 补充 计算 关系 式 ,要 求 wh 在 两 个 相 邻 的 
不 同时 间 半 层 解 元 的 交接 点 E,F,G BUH Able SLL 8-300). 
可 得 


Qu = 2 [Cth ity + Gen dy li 

c" IG, + (Gul (5.6.32a) 
或 

《as 

Ctm diy = WOC udis G myi) (5.6.32b) 
式 中 


n 2 * n" n 
(ui =+ Asl GO yun, 7 md 


n- 172 
(uj Mang = luin + Sium (5.6.33) 


MESA 


2 一 ú D] n 
(Gu VA Lr Ay (uu uu ~ (u, Mul. 


' -1'2 
; _ At |" 
GG an = | um + D oU» 


(5.6.34) 


mm" 
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离散 方程 式 (5.6,29) 和 式 (5.6.32) 就 是 在 十 述 守恒 元 和 和 解 元 
划分 下 得 到 的 二 维 Euler 方程 的 时 一 空 守 恒 格 式 。 这 是 一 个 显 烙 
A, ERRAR CE/SE 格式 的 优点 ,如 它 可 严格 保证 局 部 及 全 局 
范围 的 时 一 空 统一 的 物理 守恒 律 得 到 满足 ,格式 所 需 网 格 单元 少 ， 
恒 于 边界 处 理 等 ,同时 格式 构造 又 比 厚 方法 简单 EFAN 

上 面 给 出 的 是 一 种 比较 简单 又 实用 的 守恒 元 和 解 元 的 划分 方 
法 ,实际 上 在 二 维 情形 下 ,守恒 元 和 解 元 的 划分 方法 可 以 有 多 种 ， 
每 种 划分 下 得 出 的 格式 也 不 完全 相同。 文献 [33] 中 除 上 面 的 划分 
方法 外 还 给 出 另外 一 种 有 效 的 守 值 元 和 解 元 的 划分 方法 。 从 两 种 
划分 方法 的 比较 来 看 ,它们 各 有 优点 ;从 多 个 算 便 的 计算 结果 来 
看 ,结果 相差 很 小 。 

这 里 推导 的 是 在 第 卡 几 坐标 系 中 正规 网 格 划分 下 的 时 一 空 守 
恒 格 式 。 采 用 类 似 的 方法 还 可 得 到 具有 广泛 适应 性 的 一 般 形 式 的 
二 维 时 一 空 守恒 格式 和 一 般 曲 线 坐 标 系 下 的 二 维 时 一 空 守恒 格 
趟 ,以 及 带 有 源 项 或 团 性 源 项 方程 的 相应 格式 。 关 于 这 方面 的 详 
细 情 况 可 参见 文献 [34,35]。 


5.6.3 ZË Euler 方程 的 时 一 空 守恒 格式 
三 维 非 定常 Euler 方程 组 可 写成 如 下 形式 
Q uya 3f, 9 gm adh, 
2t + Ox t dy + dz 


= 0,m = 1,2,3,4,5 


(5.6.35) 


Uy == p, uU; = Pu us = Gu, ty = pw, 


P 


"rh L olu? + u+ w°) (5.6.36) 


us = E, = 
Ji Seu = ux, 


fa = pu? + p = (y 一 lus + E 5 
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y- AGI + uį) 
2 H| 
uk 
fa = pu v = an 
ida 
fa cpu: = u, 
- usu y-1 (uà 十 u$ 十 uibus 
fs (E, yu = 842 o [171] i | 
(5.6.37) 
Ei = pv = Ha, 
EFLFE | 
£2 =peu = u 
=a _ _ [3 yun _ 
ga Seu + p = (Y Du; + { > W 
(74 (uiui > 
2 Hi 
E3UA 
Ha =E puw = "EE 
— Yu sus y- 1 (u$ + u$ ulus 
=(E = ! LALN 
gs (Et p)v ul E | u? 
(5.6.38) 
hy Sow = d = = #2" 
D; ow = Haho = puw = … 
Hi 
hs =ovw = uzu 
3 e m 


hy =ow? + p = (y — l)u; + (3 ys 一 


[r4 eiae! i 


278 


~- JiCul + u$ t oui)u 
hs =(E, + p)w = Yusu; ?> ) 2 一 一 


M| 2 u? | 

(5.6.39) 

令 r =x, r= 9,732,051 代表 Euclidean 空间 E, 中 的 

四 个 坐标 。 利 用 Gauss 散 度 定理 ,由 式 (5.6.35) 可 得 如 下 积分 型 
守恒 律 方程 式 

J. P “dS = 0,m = 1,2,3,4,5 (5.6.40) 


X S(V)E E, 中 任 一 区 域 V 的 封闭 界 向 ,市 
H, = (f, gu ha sus) m = 1,2,3,4,5 (5.6.41) 

分 别 蚌 时 一 空中 的 质量 .x、y Hz 方向 动量 及 能 其 的 流 密度 向 
E:dS= dan, E do Ma 分 别 是 SCV} 上 一 个 “ 面 元 素 " 的 “ 面 
积 * 和 单位 外 法 线 向 量 。 

现在 来 讨论 守恒 元 与 解 元 的 划分 方法 。 在 三 维 情形 ,如 果 每 
一 网 格 点 上 有 四 个 独立 的 待 求 变量 ww, ,ws ,wwy, uw; 那么 在 原 
始 的 CE/SE 方法 中 每 一 网 格 点 需要 设 兽 如 个 守恒 元 ,以 便利 用 由 
此 得 刘 的 四 个 离散 方程 联 立 求解 这 四 个 独立 变量 。 这 样 将 使 得 守 
TH oe i09) Br ER HERE Ze ,并 且 格 式 推导 也 极为 蛮 烦 ,因此 至 今 还 未 见 
国外 有 关 一 维 CE/SE 格式 的 结果 正式 发 表 。 而 若 应 用 .|: 述 新 的 
格式 构造 方法 ,在 每 一 个 网 格 点 只 需 设 置 一 个 守恒 元 ,使 得 守 值 元 
的 设置 很 简单 。 与 二 维 情形 一 样 ,在 三 绯 情形 下 , SF E SD RI Jú ñ 
划分 方法 也 有 很 多 种 ,而 日 每 种 划分 下 得 出 的 格式 也 不 完全 相同 。 
下 面 给 出 一 种 比较 简单 实用 的 守恒 元 和 解 元 的 划分 方法 , 它 是 一 
维 及 二 维 情形 的 一 种 自然 推广 。 

HE x 一 y 一 zx“ 平面 "上 的 网 格 点 布局 如 图 5-4ta) 所 示 , 其 中 
空心 圆 点 入 点 分 别 表 示 两 个 不 同时 间 半 层 .|: 的 计算 网 格 点 , 它 
们 是 相互 交错 的 。 用 Q 代表 EE mE SERIE AR CL) b n 


E Hd 2-90, tl. + 子 ,…, 对 每 个 n.,i,jJ k = n tem + 
2 a. EB i,j k 和 半分 别 为 二 个 空间 方向 和 二 个 时 间 方 向 的 


2 
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Ed 5-4 A fe A Pe A RTR 
(a) x y-z Fi EID OS es 
Cb) 守恒 元 CECI E n TRIGO SEC) Rue 


ES. Vig kom) ER, BAAR SEC, kn PHI — T =F 
恒 元 CECi,j. BR. #2) 与 之 对 应 。 XE AT LGIBHVIPVIQUB IC, 
DER S,U.,W FRAO "WP OB C, D,E”, 
R',S',U',W'",F'4 BÀ (n VDA Cn + 1/22 BEREG n 
BEES E AG. H.P,Q,B,C,D.E, R, S, U, W, F 相对 应 的 点 
CAUR 5-4(5 0), 将 守恒 元 CECG, j. k, n) 3 2 HL AGH- 
PQBCDERSUWFA'G'HP'QRBCDER'SUMW'F,nf SE 
Gj kon WREAK GHTPQRSUWUGHPQRSU 
W i L £ mk AGHPQBCDERSUWF . 

Viewy. z,41) € SEG) B, n). 用 下 面 的 一 阶 Taylor EIR 
来 通 近 式 (5.6.33) 中 的 uu Givi D fux voz DO gsx. y. 


zt) hh Ty L) 


Una ys Cu) + 
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(u,.) (z e) + (us) a (y y) + 
Gs ux — z) + Gua (t 70) (5.6.42) 
Fal ry tl jk n) = (Fa 
(CA 
GO (om) + fo jet an) (5.6.43) 
Emery z ii j kon) = (gu + 
Gs ax E) + (g, ay ~ x) + 
(gaz) a (z — z) + (g. pa -t") (5.6.44) 
Aux y z tii job n) = GLO + 
Ossa = m) + Chay ya y ~ vo 
(h, J); (z — z,) + Chm dig alt — 2") (5.6.45) 
相应 地 有 
Hy(r.y.z.tii,jk.n)- (fí(z,y,z,tifj bn), 
Em (EV Zi jikan), hs (roy t tsi, j, A. n), 


umk Z, tst, Ë n)) 
(5.6.46) 
qe EX 5.6.40 RT FH F EGRE 


$ H;,:dS-0,V(,j,b,n)en 
SUCEG j n2) 


(5.6.47) 

将 ww = Mi 

ksn) BaT g(r yz ti jkn) f hn hsix.y.mtit.j, 

大, nt 其 中 Ual Ty tls j. b .n).fllzr,y,z tii,j,b,n), 

Ey Ux yz tii, j b n) hy(r.yz tii.) hon): 9 rh x 

(5.6.42),55 (5.6.43), R (5.6.44) 和 式 (5.6.45) 决 定 ) 代 人 式 
(5.6.35) n] fg 
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Cus N gu = 人 一 (g, HF, jak — Chat ak 
(5.6.48) 
经 简单 分 析 后 不 难看 出 ,在 三 维和 情形 下 从 个 网 格 点 上 最 终 要 求解 
的 独立 变量 具有 有 u. tas tay FH uso 
将 式 (5.6.42) 一 式 (5.6.46) 代 人 人 式 (5.6.47) ,经 整理 后 得 


m) =i [o (5r 3: 7o [atb(- 5 Ap " 
i 2 (Dj m tit 
- n-i/2 1/2 
(2) ral + e) + 
LE ( 2 PPtl/2. [Qs 2 | we WEE 
Az n-12 Az UC 1/2 
av(A| ^. «[om(- e) 
| 2 ENT z haan 
(5.6.49) 
式 中 
QU'CAx) (s = ne ri tQ) — 
ZAE Ax. Ar. 
TA à Sma + 4 fs] (5.6.50) 
A A 
QP? (Ay) = [z C = me) yacm u fs) 
3At Á At 
ree T "S Emy 十 e.) (5.6.51) 
QD (Az) = | un = rs ]- Ge Fae - 
3A A A 
eae LE 1m] (5.6.52) 


为 了 得 到 另外 三 个 补充 英 系 式 , 要 求 un 在 两 个 相 邻 的 不 同 
时 间 半 层 解 元 的 交接 点 4 B,C, D,E fl F AF35 ( M.B] 5-4 
(6)), AR 

Cus oa 一 DICT * Cuius = +,y. z 


(5.6.53) 
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或 
Cus a 一 Wu pe Cen ey ar aad = f y. 
(5.6.53) 
Xm 
2 , yr H 
(ul ik =+ 人 [em 12.4 - n yal | 
, At |^ 12 | 
m pa PN = m ur 
Cu SENJA | 2 i i 
(5.6.54) 
B n 2 : n" M" | 
Cu uu = + As b C ana 7 Cum dye] 
E i Af ya- 12 | 
(uu) +1} = Yon 十 本 Hm ! 
thee | 2 ! isla | 


(5.6.55) 


十 2 " n n i 
(u jek - Ag Coen 7 Cus IP uad | 
At n 12 [ 

" 2 


Cu LOT i asa 一 £ inf | 
(5.6.56) 

离散 方程 式 (5.6.49) 和 式 (5.6.53) 就 是 在 上 述 守 恒 元 和 解 元 
划分 下 得 到 的 三 维 Euler 方 程 的 时 一 空 守 恒 格 式 !*。 这 是 -个 站 
MAX BRECHA CE/SE 格式 的 优点 ,如 它 可 严格 保证 局 部 故 全 
局 范围 的 时 一 空 统 一 的 物理 守恒 律 得 到 满足 ,而且 非常 简单 和 便 
于 使 用 。 

采用 与 上 面 类 似 的 方法 也 可 以 得 到 一 般 形式 的 三 维 时 一 空 守 
ext. AM - 般 曲 线 人 航标 系 下 的 三 锥 时 一 空 宇 恒 格式 。 此 处 木 再 
——3$]Hmf. 


第 6 章 多 维 问题 的 差分 格式 


6.1 半 离 散 化 的 多 维 差分 格式 


对 于- - 些 近 代 的 捕捉 问 断 的 差分 格式 ,例如 TVD 格式 .RNO 
格式 等 而 言 ,它们 前 是 从 模型 方程 (一 般 是 一 维 标量 方程 ) 出 发 构 
造 出 来 的 。 对 TVD 格式 ,到 目前 为 止 ,数学 上 还 仅仅 对 一 维 标 荆 
BRAN RPAH SY UES ARMAS Sa A 
前 也 不 可 能 有 严格 的 多 维 TVD 格式 。 男 一 方面 ,虽然 对 一 维 方 
程 组 中 的 每 一 个 变量 阔 数 定 习 它 的 总 蛮 善 ,但 因 方 程 组 是 非 线性 
的 ,无 法 构造 一 个 格式 使 得 方程 组 中 所 有 变量 阔 数 的 总 变 善 同时 
都 不 增 。 所 以 这 里 所 户 的 半 离 散 化 的 多 维 TVD 格式 实际 上 只 是 
将 一 维 标量 方程 的 TVD 格式 在 形式 上 推广 到 一 维 方程 组 和 多 维 
空间 方程 组 的 情况 而 已 。 

为 简单 和 确定 起 见 , 以 二 维 Euler 方程 的 三 阶 ENN 格式 为 例 
来 说 明 半 离散 化 的 多 维 差 分 格式 。 


6.1.1 任意 曲线 坐标 系 习 ,1 中 二 维 无 量 纲 守 恒 型 的 Euler 
方程 


TES S 0 (6.1.1) 
式 中 
Ô = J (ø, pu, ov, ED" (6.1.2) 


Ê = J’ (oU, puU + £p, pvU + Ep (E, + p) U)" (6.1.3) 
Ë = J (oV, paV + pppu V + pp (Et p)V)! (6.1.4) 
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J = E Š (6.1.5) 
Iq. Dy 
U = &u + &v | (6.1.6) 


& = Jy, ] 
& 5 del (6.1.7) 
gH. 三 一 Jot 


Ry = Jre 


6.1.2 RRO RRA 
Jacobian 2M Á - 2£/20 30 B -2F[2Q 的 表达 式 是 1 
ARB = 


0 K, K, 0 
- uO, + KE Bk - (y - 2)K;u Ku-(r-DKv  (y- DK, 
- i + KP Ko — (y - DK, Oe - (y - 22 Kyo (y - DK, 


4 i 2 
à [2e yË | K, Š +£ (Y — Da by KF -Dot Wx 


(6.1.8) 
RP, OS Ku Kyo PS ESE? + u) K = £ AK = 分 别 
WF AME A AB 
下 而 分 别 对 矩阵 Á 和 看 SECO TL AEG L8] 
A= RA R; (6.1.9) 
B= R,A,R;' (6.1.10) 
cep ,特征 值 矩阵 A, MA, 的 表达 式 为 
Ac7 diagl U, U, U + (8+ 82 U -elél + e)7] 
(6.1.11) 
A,= disgl V, V, V + eG, + y. V = eG +) 
(6.1.12) 
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这 里 
a aP = UA = U r (£ + 8)”, 
a -u-cGhag8)? 
AU s APM vua -Vec(g eq, 
Ae V G ra 

而 左 AA PE RE) 和 Rk 分 别 为 


R = 
1- £je (y. Dalc (y: Dele - {Y LN 
- (K, uu 一 Rp Ride = Rale 0 | 
1 AG - ex) Bl,c-(Q Du] pK- (y Dv] arl) | 
| BP + cb.) — BEc+tty- Du] -BEctl-Du] pyr -D | 
(6.1.13) 
Rx = 
1 0 a " 1 
u Rp alu +t Ro) alu- Re) | 


v K.p atu Kye) elu- K,c) | 
_ "n r 2 c _ 2 2 - 
gy - 1) el Kye — Kw) [6545 + & | «| FAS - Â 1 
(6.1.14) 
RP am pl Vic), Bel G2 pc) Ak m Rut Kyo R, = KI (KY 


+ K2)"?. K =m KJ(KT + K2y12 


Re FIR, 之 间 存 在 如 下 关系 
N= R; Rp N'= R: R. (6.1.15) 
式 中 
1 0 Ü 0 
Ü m. —- mil 2 m, 42 
N= (6.1.16) 


Ü m;42 (+ m2 (1 - m V2 
Ü — mal 42 (1 - m M2 (1 + my 24 
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了 Ü 0 Q 


Ü m, mal 4/2 一 mf 42 
N l = _ (6.1.17) 
Ü — mal 42 (1+ miM2 (1- m2 


Ü m2 (3- m2 (1 + m432] 
Bm == (Rug, t Ey), m =( Ey, E) WA, SERE N 和 
:与 流动 变量 无 关 。 
现在 来 进行 矢 通 量 分 裂 。 
通常 普 先 将 Jacobian 抢 阵 的 特征 值 AW? 分 型 成 两 项 和 的 形式 
AP = ADT paleo, AUS m0, AU x0, = 1,2,3,4) 
(6.1.18) 
这 种 分 裂 方法 的 基本 出 发 点 是 按 物 理 上 信息 传播 的 方向 进行 分 
措 , 以 便 构 造 出 与 信息 传播 方向 由 协调 的 差分 格式 。 
显然 ,满足 式 (6,1.18) 的 分 裂 方法 有 无 限 多 种 ,这 里 仅 介 绍 
Steger-Warming 的 矢 通 量 分 裂 法 1* 
ijs = (UP + [ah |p (6.1.19) 
iX Rh A) 8E Jy V B B ex de YE FEAE [B Du AE Bb HG BEA TER e BE PT 
徽 , 它 能 导致 数值 解 在 声速 附近 有 小 振 划 。 为 此 Steger 等 人 进 一 
步 将 式 式 (6.1.19) 改 为 


AQ x AW + gy? 
2 
(2 = 1,2,3,4) 
AP e Æ -个 很 小 的 数 。 于是, 分裂 后 的 特征 值 矩阵 A; MA, 
Ar n 


AU (6.1.20) 


I = diag(ab?*, AQ, AQ Ag 


A; = diag(A LP AP ae FII (6.1.21) 
T #507 BY 3) UG Jacobian SEE Á +A B* 分别 为 
A* = R;AšR;') 
B (6.1.22) 


+ 二 tgl 
8* = R,A | 


最 终 可 得 相应 的 分 裂 后 的 矢 通 量 E Pt ARD 


Ë 
. (6.1.23) 
Ë 


I+ I+ 
io di 
=> thas 

n + 

> t> 


6.1.3 半 离 散 化 的 三 阶 ENN 格式 

将 针对 一 维 标量 方程 构造 的 三 阶 ENN 格式 ! 式 (5.3.7), 式 
(5.3.8), 式 (5.3.23), 式 (5.3.24) i 在 形式 上 推广 到 二 维 Euler 方 
程 的 情况 ,可 得 如 下 半 离 散 化 的 三 阶 ENN 格式 


2Ó 1 - 1 _ 
(32) -- dp ( Meds c du) SE Bure Kol) 
(6.1.24) 
式 中 
Hii; = Hii t Hil js K; jei = Kip + Kij? 
(6.1.25) 
r » ) 
EL a Tami, + Tas (Aa, ABE), | 
(AELL; ABLi;)| |AELL,|« (ABTA, m 
Hiij-4 
r a + 
Kj; + lAELY, 一 lus (AE; E AE; ) 
(AE, - ^EL1,) la| > AEM, | 时 
Ens 2 AE. 1 qne| (AF54. 7 AE). 
l (AEN, AELL;)|  )OE nd) < SER, | 
H;.1., = _ 1 _ 1 r AE: 
E; i 5 AB? j + z ms} I itd, of TEn, ). 
(883. = A832)] m|Ama, > [aito [et 
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ru dar ede [dag 
(AFL-5-5F,.3)] MMP i < Arar] 
Kint = < 
和 (人 
(AF it — AF?;-4)] 3 | AF} -4| > | AF; .4 时 
Fia - FAR ij - Las (AFT -AF t), 
(AF. AF 1)| [AEn |< | AF d | m. 


] 1 了 5- AF. 
AF 十 | (AF...3 AF; j+3 ) n 


| (AFL -AF...1)] 当 |AF5 | > [AF jd 


m 
Fijn 


时 
(6.1.27) 


3X(6.1.24) 一 式 (6.1.27) 构 成 了 关于 二 维 Euler 方程 的 半 离 散 化 
HY = Br ENN 格式 。 


上 述 半 离散 格式 可 改写 成 
de - R(Q) (6.1.28) 
dé 
式 中 
à= 10 (6.1.29) 
1 1 _ p l _ ， 
R(Q)= Ag Beds Hep) LU ji K;,, i) 


(6.1.30) 

式 (6.1.28) 是 关于 O= 10; | 的 常 徽 分 方程 组 。 
求解 常 微分 方程 组 的 方法 可 分 成 显 式 种 隐 式 两 类 。 显 式 方法 
的 优点 是 每 一 时 间 步 的 计算 工作 量 和 存储 量 均 较 小 , 且 程 序 编制 
简单 ;缺点 是 其 时 间 步 长 受到 稳定 性 条 件 的 限制 ,当局 部 空间 网 格 
间距 很 小 时 ,时 间 步 长 必须 非常 小 致使 整个 计算 的 时 间 步 数 很 多 。 
隐 式 方法 的 优点 是 稳定 性 条 件 较 松 (在 线性 分 析 中 往往 是 无 条 件 
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稳定 的 ,在 实际 计算 中 时 间 步 长 亦 可 取得 较 天 ), 从 而 使 整个 计算 
的 时 间 步 数 较 少 ;缺点 则 是 在 每 一 时 间 步 都 要 求解 线性 代数 方程 
组 ,致使 内 存 占用 晤 及 每 一 时 间 步 的 计算 工作 量 都 较 大 。 目 前 使 
用 较 多 的 显 式 方法 是 多 步 Runge-Kutta 方法 ;而 比较 有 效 的 隐 式 
方法 有 : 交 状 方向 隐 式 法 .时 间 分 要 法 、 隐 式 近 似 因 式 分 解 方 法 及 
LU 分 解 方法 。 


6.2 Runge-Kutta 方法 


已 经 发 展 了 许多 数值 方法 可 用 以 求解 常 微分 方程 组 的 初 值 站 
题 31, 例 如 Euler 折线 法 、Adams 外 揪 法 .Adams 内 插 法 ~ Milne 方 
法 ,Hamming 算法 、Adams 三 步 四 阶 预 逢 -校正 算法 、Runge-Kutta 
方法 等 。 其 中 用 得 最 多 的 是 Runge-Kutta 方法 。 


6.2.1 三 阶 Runge-Kutta AE”! 
采用 如 下 步 又 将 常 微分 方程 组 (6.1.28) 从 时 间 层 (wm ) 数 值 积 
分 至 时 间 层 (n+1) 


OO = gr 
QU = Qo. lago 
QUO = Q — AtR 4 2A; RU 1 


Qo = 64 Iam 十 Zar” + Lam? 


or"! = QU 
(6.2.1) 


6.2.2 Br Runge-Kutta 75 ik? 
采用 如 下 步 束 将 常 徽 分 方程 组 (6.1,28) 从 第 n 时 间 层 数值 
积分 到 第 (mw ORAE 
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og” E o" i 
4(0 2 gl, La go» 
Q Q 7 At 


GP = Q0. FaR” 
QU = QU 十 AIR 


OP = Q) + Ta + lago + lao * Lag? i 


on 一 QU 
(6.2.2) 


6.2.3 具有 TVD 保持 性 质 的 Runge-Kutta 方法 

第 5 章 介 绍 了 具有 TVD 性 质 的 半 离 散 的 NND 格式 ,基本 上 
E TVD 的 半 离 散 ENO 格式 和 满足 抑制 波动 原则 的 半 离 散 的 紧 
臻 格式 。 另 外 ,在 文献 中 还 可 看 到 一 些 半 离散 的 TVD 格式 ,如 
Yee-Roe-Davis 的 半 离 散 TVD 格式 等 。 这 些 半 离散 格式 都 可 以 在 
成 是 常 油分 方程 组 ,对 它 进行 数值 计算 还 需要 对 时 间 e 作 进 … 步 
离散 。 这 样 得 到 的 全 离散 格式 ,有 的 能 够 保持 差分 解 的 TVD 人 性 
质 ,. 有 的 却 不 一 定 能 够 保持 这 种 性 质 。 前 面 介 绍 的 三 阶 和 四 有 阶 
Runge-Kutta 方法 就 属于 后 者 。 为 了 使 全 离散 格式 具有 TVD 性 
质 ,Chi-Wang Shu 和 S.Dsherl45 提出 了 具有 TVD 保持 性 质 的 
Runge-Kutta 型 的 时 间 离 散 格式 。 


今 讨论 半 离 散 格式 
d _ R(Q) (6.2.3) 
di 
式 中 等 子 R 二 相应 于 微分 方程 = AOPE EF A 


的 > PRA 
R(Q) = HO) + OLA) 
ix RE , 半 离 散 格式 (6.2.3) 可 视 为 和 = 10,1 I EU BA, 
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FFEA SR (6.2.3) B] — BY Euler Zri& £3 Bl AY — Jr f E] S 
散 格式 
Qt = Q" + A:R(6") 
其 算 子 形式 为 
Qr = T(Q")= (I + Au" (6.2.4) 
HT AMRF. 

RER (6.2.4) BT TVD WHR QO UH BREA fi 

过 Q" AEEA, TVO SS TVG") ,或 者 写成 
TV(T(Ó))= TV(0),2 À = Ao IH (6.2.5) 
XH A CAAT. 
现在 要 求 在 这 基础 上 构造 半 离 散 格 式 {16.2.3) 的 r 和 阶 时 间 高 
散 格 式 
Q"'- S(O") 
使 得 它 也 具有 TVD 性 质 
TV(s(QY) < TV(Q) 

Chi-Wang Shu 和 S. Osher 484% E XE SE SK E bp HE TI. Runge- 
Kutta 型 时 间 离 散 格 式 改 造成 具有 TVD 保持 人 性质 的 Runge-Kutta 
型 时 间 离 散 格 式 ,结果 如 下 。 

(1) 具有 TVD 保持 性 质 的 二 阶 显 式 Runge-Kutta A is [B] Bj 
AR AR RS 


gt = Ó" | 
QUU E OO + A R 


š (6.2.6) 


G -Q0, Fair + TAGS 
gv"! = QU | 
这 是 一 种 修正 的 Euler FIR. ASA, 时 格式 (6.2.6) 具 有 TVD 


BS Ry 
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Ó = 0" 
OP = QUO + Arm 

A A 1 1 

2} AH yp tO 十 二 o) 
Q'7Q RR QA > (6.2.7) 
Q?-Q024 DAI ! LAO ! Lane 


or?! = 
6.3 ”交替 方向 隐 式 (AD1) 方 法 


以 二 维 热 传导 方程 为 例 来 讨论 多 维 问 题 的 差分 格式 


au - (Ts " - (6.3.1) 
考虑 如 下 显 隐 组 合格 式 
[our e (1 P) 
(6.3.2) 
0=2=1 


ENT: . bat 
式 中 re Ae tS Ay! 


2 = — 
Hus ,2 


1 


Ou u, ji 2u ; i Hisl 
当 8=0 时 为 显 式 FTCS 格式 ,当日 = LE. Crank-Nicolson 格式 ， 


当 8=1 时 为 完全 隐 式 BTCS 格式 。 
现 应 用 Von Neumann 分 析 方 法 来 讨论 格式 (6,3.2} 的 稳 害 
性 。 令 谐 波 解 形式 为 
uy — Grel E rt Kay) (6.3.3) 
将 它 代 人 差分 方程 式 16.3.2) ,经 整理 后 吓 得 差分 格式 的 放大 因子 
为 
G = [1-4(1 - @)r]/1+ 48r) (6.3.4) 
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AP 
r = ZEE r sin’ (222 | (6.3.5) 
由 此 可 得 天 稳 定性 条 件 如 下 
T< 6 所 工时, 无条件 稳定 | 
| (6.3.6) 


2(1 - 5) 

由 此 可 见 , 它 与 第 2 章 中 基于 一 维 热传导 方程 的 显 隐 组 合格 
式 的 稳定 性 条 件 很 类 似 。 但 对 于 8=0 时 的 显 式 格式 而 言 ,车 
Ax 二 Ay, 则 二 维 间 题 中 稳定 性 对 时 间 步 长 A; 的 限制 比 一 维 问题 
强 一 伴 。 可 以 证 明 , 对 于 n 维 扩散 方程 ,车 Ari SAnS 二 Ar, 


0x a< lu. + r, < 


=h SWABS FTCS Rest ge k ha PO cL, qoas a 


的 维 数 愈 多 , 则 允许 的 时 间 步 长 僵 小 ,从 而 计算 工作 量 愈 大 ,因此 
第 应 该 采用 隐 式 格式 。 

对 于 8 宇 112 的 隐 式 格式 情况 ,此 时 差分 格式 是 无 条 件 稳 定 
的 , 故 可 取 较 大 的 时 间 步 长 。 介 是 对 于 多 维 情况 , 隐 格 式 的 求解 却 
困难 得 多 。 此 时 ,在 每 一 个 时 间 层 上 不 仅 需 要 求解 庞大 的 代数 方 
程 组 ,而 且 该 方程 组 已 经 不 再 是 三 对 角形 的 ,甚至 也 不 是 五 对 角形 
的 。 追 赶 法 已 经 不 再 适用 ,而 需 采 用 选 代 方 法 ,致使 求解 代数 方程 
组 的 运算 量 将 有 有 很 大 增长 。 

为 此 需要 构造 新 的 差分 格式 ,希望 它 满足 如 下 要 求 :中 无 条 
忻 稳定 ;四 有 合理 的 精度 ;@@ 所 产生 的 代数 方程 组 易于 求解 。 

正 是 在 这 样 的 要 求 下 ,发展 了 交替 方向 隐 式 方法 .时 间 分 裂 
法 .近似 因 式 分 解 方法 和 LU 分 解 方法 。 

D. W. Peaceman, H. H. Rachford[51 # J. Douglas, H. H. Rach- 
fordi7 提 出 了 交替 方向 隐 式 方法 。 这 是 .一 种 两 步 方 法 。 每 一 步 都 
只 对 方程 的 -个 空间 方向 作 隐 式 差分 处 理 。 以 方程 式 (6.3.1) 为 
例 , 交 替 方 向 隐 式 方法 被 给 出 如 下 
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a iS ulit lra? Ly + ry Osu | (6.3. 7a) 
wits radar, da] (379 
或 者 写成 
(1 5 na at. (1 ZI (6.3. 8a) 
(1 -isB8 t; Im lon Jari! (6.3.80) 
即 
-Apatit Otro -inas 
Lpa, 1 G E | Pru a, 
(j = L2,-,J-1i:z- 1,2,-:.1 - 1) (6.3.9a) 
一 Lia + (L + rye B n PIT = 
1 an an | l -nt 
3nd]; ay*tü-n dat 5 bors ng 
(£-12,-.I-1j = 1.2, - 1) (6.3.9b) 


由 此 可 知 , ADI 方法 分 两 步 来 计算 。 第 一 步 是 求解 方程 组 
(6.3.93), n] rh e" 时 间 层 上 各 格 点 处 的 值 T HO HE EE 
格 点 处 的 值 ;第 二 步 是 求解 方程 组 (6.3.9b) ,可 由 a5 计算 
tet el EA RB u^ 。 而 且 在 每 一 步 中 ,只 有 一 个 
Jr mi e Ee xx ,由 而 都 只 需求 解 一 个 二 对 角形 的 线性 代数 方程 组 。 

此 格式 足 无 条件 稳定 的 。 

应 当 指出 ,对 于 三 维 问题 , 安 乱 方 向 隐 式 方法 并 不 能 山 二 维 问 
题 中 那 种 形式 直接 推广 过 来 。 为 了 保持 交替 方向 隐 式 方法 的 空间 
二 阶 精 度 及 无 条 件 稳定 的 畦 点 ,在 三 维 问题 中 ,ADI 格式 可 表述 如 


Sul _ EI i| " 
RU. T Up T 5 r,0 QD pF oua) t 


2 n » 和 了 | 
2 (6.3. 100a) 
sil _ H +4) jul Lou )4 
于 
Lo] "m Son | E 
r yu yt Mia) * 2r du, | (6.3.10b) 
wt] n d S2 f nt] r 
H. ug T Hug t 2 rd (Hi, k T Uy jJ T 
2,679 n 2 ntl nm | 
r O ur + uy? T r;0$ (i i t 8; a] (6.3.1060) 


6.4 时间 分 裂 格 式 ( 又 称 分 数 步 格式 ) 


这 是 N.N.Yanenkofs: 等 人 提出 和 发 展 起 来 的 -种 求解 多 维 
问题 的 有 效 差 分 格式 , 称 为 分 数 步 法 ,也 称 算 子 分 裂 法 或 时 间 分 加 
客 式 。 其 基本 思想 是 将 一 个 差分 算法 分 裂 成 一 系列 一 维 算 于 。 仍 
以 二 维 热传导 方程 (6.3. 生 为 例 说 明之 。 

首先 将 方程 (6.3.1) 分 裂 成 


a a. 

$5: 一 了 (6.3.11a) 
9 a? 

+ = 2 (6.3. 11b) 


然后 分 别 构 作 它们 的 隐 格 式 , 例 如 分 别 采 用 Crank- Nicolson 格式 ， 
并 把 它们 衡 接 起 来 成 为 两 步 求解 过 程 


1 
1 ui? er, 1 yol att, on 
= af EL um 


2 [p Ax | 
zât 
(6.3. 12a) 
1 +t 
1 i; - B; F [ 1 ) 2 1 +1 + nts 
2 da, CA ESOS 2 
>: 


(6.3.12b) 


或 改写 成 
(1 iR = (14 gra e (6.3. 13a) 
(1 Tra) = (r+ ea) (6.3.136) 
它们 的 离散 代数 方程 组 形式 是 
一 于 re + (1 + r.) u" w; - or "d - 


1 
r 
3r ug * c nur, t TF rej 


(j= 1,2, — l;i = 01,2,":,I1-1) (6.3.13a) 


-Xnaly Et att = Sra, = 
ind i Lt nui Baira KA 
(i = 1,2,7, - 137 = 1,2,"7,J - 1). (6.3.13b) 


与 交替 方向 隐 式 方法 式 (6.3.9) 相 比较 ,可 见 在 二 维 情 况 中 ， 
时 间 分 裂 格式 与 ADI 格式 具有 相同 的 矩阵 形式 和 计算 基 , 不 同 的 
仅仅 是 右 端 已 知 量 采用 了 不 同 空 间 方 向 的 差分 离散 。 

但 是 在 三 维 情况 中 ,分数 步 格式 要 比 ADI 格式 简单 得 多 。 

易于 证 明 ,上 述 分 改 格 式 是 无 条 件 稳定 的 ,并 且 在 空间 和 时 间 
方向 都 是 二 前 精度 的 。 


6.5 隐 式 近似 因 式 分 解 方法 


在 这 一 节 中 ,将 把 Beam-Warming 格式 应 用 于 二 维 Navier- 
Stokes 方程 y 以 此 来 介绍 隐 式 近似 因 式 分 解 方 法 o 


6.5.1 —# Navier-Stokes 方程 
在 Cartesian 坐标 系 中 ,二 维 可 压缩 Navier-Stokes 方程 的 守恒 
形式 为 
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20 | 3E , aF 
式 中 
Q = (poupu Ej) = (qi,qa qa q 4) (6.5.2 
| gu 
2 e 
ae + p - S uu, — v) de 
E= puo — play + v) Em e3 
| 2 f 
(E,  p)u wt v) - 3 peu, — u) KI) ^ 
(6.5.3) 
_ » I 
guo — pela, + v) fi 
F= m+ p — plOu — u) = |? 
su fs 
[CE + ple — puluy + v) = Z ov, -«)-Kn| H 


(6.5.4) 
p-G-D[E-deQ + v] (6.5.5) 
T= 2 fE Llu? + 0) | (6.5.6) 


Bk" &.,E-E(Q.Q,. QD. F- F(Q.Q.. QU. 其 中 ， 
Q= (qir Gans 03: 044) 和 Q,— qi gay days fay) o 


6.5.2 二 阶 格式 的 建立 
我 们 希望 构造 时 间 和 空 何 均 为 二 阶 精 度 的 格式 。 
首先 由 Taylor 级 数 展 开 易 得 如 下 时 间 方 向 二 阶 精 度 的 格式 


" . 1 3g n | ag n+l 3 _ 
g""'= Q" + >a [2] (Rr |: (8e) = 


2 1 r any aE ntl 
Q le + (52) | 
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他 


1 


>= At 


2 


ey 


AE! = E"! _ E"; 


aF 
(元 


xk (6.5.7) (RA bat we 


2E 


AF" = Fw! 一 y" 


e= o-ar] 


1 [2(AE)" | 3(AF)" 
7 Atl az ` ay | 


ax 


ay 


x 


依据 复合 函数 求 导 公 式 可 得 


AE” = E"! 一 E” 


JE 
Bo 


vl 


[t 


JE 


7 (56 


2 


] (@… - g) + 


A" AQ” + AS AQ? + AYAQ" + OCA?) 


式 中 


Ay 


aE 


= 39 = 


[eo 
|ge,lƏqi 
Əesl9 gi 


ae4j9gi 


[2e1/2q1, 
dejlàqi, 


[dezq]; 
FLPIEEPE 


EGICCIE 
aezj13adil， 
aegaf1agliy 
[9eafdgq1y 


2e1/295 
dealg 
8e4ldg; 
deala qs 


8eil3qs, 
deja q5, 
2ey2q5, 
2ed3q5, 


Belfagay 
3exl3q5, 
Jeldqa, 
Jeg ary 


Ie, Fg, 
des[2qa 
deald qa 


3eal dg 


2eil)qs, 
Bel qa, 
8esí à qs, 
deal qs, 


geil qs, 
Peal? qi, 
Jesl3 qs, 


dele VER 


y] + OCA) 


(6.5.7) 


+ O(A) (6.5.8) 


-QD« o.) (€ = Q5) + (Ac) = 


(6.5.9) 


ge fds 
9ezld gy 
deald ga ; 
9e419g4 
(6.5.10) 
aetfag4e] 
Deltas, 
9e31984z 
Pealð qar 
(5.5.11) 
Je l2qay 
Je laa, i 
des] qi, | 
Peal? gad 
(6.5.12) 


Ag” = Q9" g", 
SQ; = 9, -Q; 


1 
Qi ~ Qr, 


IE EE 


AF" — FUÉ _ F" 
" AQ" + BY AQ? + By AQ? + O(At) 


式 中 


df leq 
9 foÍ2qi; 
8f4l2qi. 
3 fil2q,. 


3 fildgi, 
3 f;làqi, 
3 f4làqi, 
2 f4l3q1, 


3 fil2q; 
afal? qa 
8 fi3q5 
8 fil q; 


8 fildqz, 
8 fl qre 
9 fsl9 ars 
2 fi2q;, 


2fil2q2, 
8 fl2q5, 
I f4j3q5, 
3 fJ2q;y 


AQ: = 


8 filàg; 
2 filàq; 
8 falaq 
3 falðqz 


EEN 
IEEE 
2 fafd qs, 
8 fAld qs, 


afi I2qa, 
9 f;[2q5, 
9 f3/2 q5, 
9 fil qs, 


(6.5.13) 


(6.5.14) 


8 fildqa 
3 fafaga 
9 faí9q, 
9 fal9 qa 
(6.5.15) 
a fil? gaz 
9 fal? qar 
2 fld qa, 
8 fald qa, 
(6.5.16) 
fil? qa, 
2 fo gay i 
Vis 
Af Mas, 
(6.5.17) 


关于 矩阵 41 Ay, Aq By, ,Bn,Bn 的 具体 表达 式 将 在 本 节 末 尾 


给 出 。 


由 式 (6.5.9) 和 式 (6.5.14) 分 别 可 得 


a 可 
AE" = (41 FAT 3r 十 Al ARA 


(6.5.18) 
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AF" = (m + Bs + BY 7, AQ" (6.5.19) 
由 此 可 得 


J AE") 
ax 

aC AE”) _ 3 " n 3 n 2 n 

am A + Bt sot Bh 5, ^9 (6.5.21) 


355 (6.5.20)303£ (6.5.21) A X (6.5.8018 
ae) + (35) > 


dz 
1 2 n 29. Vx 4 
At -| + Ab az + AY 5,40 


3 "| x 2 ” a n 
- 3, (Al - Agr + AR 5; Jae (6.5.20) 


AQ" -- M [Í 


n " a n 2 n 
j^ ay 1+ B ar + Ba 5, A0 (6.5.22) 


Bil 


-Ac 到 + 
(6.5.23) 


EU F zü h BJ E S 二 和 地- 分 别 用 相应 的 二 和 阶 精度 的 差 
高 近似 替代 ,就 得 到 一 一 个 时 空 均 为 二 阶 精 度 的 差分 格式 。 


6.5.3 Beam-Warming 格式 

为 了 使 求解 简化 ,希望 对 式 (6.5.23) 中 的 交 义 导数 项 采用 显 
式 , 而 不 用 隐 式 ,但 精度 仍 保 持 为 二 阶 。 

现 将 式 (6.5.23) 中 的 二 项 交叉 导数 项 归并 在 一 起 ,得 


1 3 ,3 83,, 9 ， 
jt [AL 3 + 35 1 3: ]A0 
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因为 

AQ" = Ag?) + (259 x = ag’! + OCAR) 
故 精 确 到 二 阶 精 度 有 


1 a a oa a 
zA ZA ay Tay 1 站]A0" = 
1 

2 


a n a a n n-i 
Aid ta = |ae (6.5.24) 


aEY [2EY 
ATE) (Fe) | 
1 a 7 3 2 pn n=l — 
zt | 5 May t ay T4 AQ RHS (6.5.25) 


应 用 近似 因 式 分 解 方法 ,在 保持 二 阶 精 度 的 前 所 下 ,上 式 可 改 


BH 
[i+ zat [sz A" + 2 ^ Ak 
LE jaz + Ph 35) jae” = RHS 
上 式 的 求解 可 按 如 下 两 步 进 行 


1 1a ， a ， 
HEISE 15; ao -RHS (6.5.2624) 


[a+ 2^5; gil ALT | ae" - ^o (6.5.26b) 


车 卡 式 中 的 空间 导数 用 相应 的 一 阶 精 度 的 空间 差 商 近似 替代 ,就 
得 到 了 时 一 空 均 为 二 阶 精 度 的 Beam-Warming 两 步 格式 [9]。 


302 
6.5.4 RAL Ap Am Br By I Bg GA XX 


KZ: (a) Cay dis Ca gia 
n ‘aida (ar), Caida (ar)a 
el (apa (Capo. Cap dss Ca iss 
Cat day (a | daa (a paa Cay dag 

(6.5.27) 
其 中 
(ay)nu=Ü,(ar)io = l1,(ar)a=ÜD,(a 194 70 


- y 一 1] 1 
(a Dac T5382 j oe 4 (2) Seu, vy) + 


al S pup, B + pup.) 


(ar) = (3— y)u + 4 «e. 


1 
(a1) = Lond, Gare 
(a; Ju=7-1 


(aj) = uvt (T ntu, * By) 一 Po na wp, ) 


(a 13, = v* M 
(ar) ut fare 


° 


(al Jag =O 
(aDa = Gr 7 Lula? + v) [play + v) +E pulu 04) — 


2KCr Diu, 
R 


li 1 
yE,u E | 21 tu T g ANUP 


yo? px Sp? pat EME + v2) p+ (Ee _ 
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1[28KC D) 
| R Eh, 


2 2 
(a|) a ` » BETIE v^) 1 LUE a 2u,) + 


KCy- D ld 4 K(r-1) 
R Hy ] oi UL, 3 RUD, 一 R E | 


(a )a= -ty Duot E EOD, pu, 3 u) |+ 


1l[ 2 K(y- 1) 
poste gp. 77g P 


- K(x-D[1 

(a | dag yu + R (ale 
nu Ca y Jia (agi (agn 

Aya (Om (an) (a doz Cap dag (7.5.28) 
Ifan) Canda Caydas Cap)! 
(am)a (ea Cagla (aula 

式 中 

Cag) =O.Cay 2 = 0, Cag yy 0, Ca p 41470 


G7 30 ( e an= 一 Selt) Ga Jog =0, Ca y og =O 


(an pp Z) Ca )370,Ca pu = [yaya =o 
Gia zat ta) KO - Dei | oy] 
Cx) Ug ME, 


FK(Cy-1 4 
(en) ol % ) is. 


K(y-1 
(Ga 7| z ) z]. (ag dag = 一 R 


304 


Am 


式 中 


[(ag)un. (anu 
Camda (an) 
‘Cagis: Cam dse 
(am)u Cag daz 


(a "VIE 


(a i )23 


(a 1233 


(a )as 


Canha] 
(aq oat 
(ag )34 


(ag aq 


Cay) 70, Ca gi =0, lap) 70. (ag 14,70 


(6.5.29) 


(ag) = -S(z] “(ama 00 laps a| 04 70 


(an)a= a (E) Gan ~ 4, Gm 70 Cos 70 


(am)a = (am)a= a|) 


! ( l juv 
了 . 
3f p 


Gua Su) Cau co 


B; = 


式 中 


(bii (bie 
(bi) (hp) 
(bida (r); 
(bia (bia 


(5 is 
(51223 
CEDE 
(b Ja 


Ë 


(biu 
(br) 
(61 )34 
(b Jas 


(bi)ri=0,(6 ii 70, (6 ig LC yg =0 


(by a= — wot aceon (4) Gp, + vp, ) 


(bi )33— 


(6) a= 


(6) dog = 


Y-3 Y-i 1142 
ras 7 v t7 e [as us) + 


1 
vt (本 me 


1 
TM 
P P. 


Ü 


1/2 4 
Qi 3 PeT PP 


(7.5.30) 
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(go Or Du 5 (23 Jo 


4 1 
(w= G- nota hos 
tja = yl 


Giao Or Dal? ev) | 2p, + uo) + 


+ o Qn, u,) yE,v EOD uu, voy) + 


11 1 4 
"i 3 twp, — pu^ p, — F uu py t 


KG Dura uro, 
A[2K(xy-1) 
5l R E, e, | 
1[K(y- 1) 
(G Dam c7 Duet] R uy play to) |+ 
| 2 K(xv -1) 
pi Talortpupy p Wy 
-I 2z 11... 2 
(Ga - T (u? +30) + 2] 1B, T ul u,—2vy) + 
K(y- 1) 1 _4 K(y- 1) 
R >]: a| mess 3 zp, R ves 


(Dan yo+ EUD KG a 


(bp) (5g) (oq is (bi) 
(6g) (bn) (5g Cha dag 

= 6.5.31 
(yn Goa (Bn) s (6.5.31) 


(by da Chada (bn)a Coy daa 


By 


式 中 
(bg) =0,06 4 12 =0, Cbg 13 = 0,( bi) = Ü 
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(6 qa A E ] Gus 70 


1 
P 
"E 22 [1 
Guo 7 ye Gs sel 

(5493370, (54 944, 70 
i 1 2 


Ga p(s) (bp)470 


(by) (ome (mnha (bn) 
(b Ja (5 deo (b J23 (5 I Joa 
= (6.5.32) 
5 m (b )a (b )aa (5 daa (5g Yaa 


[Chuda (bme (Pg) (oq aes 


式 中 
(5 Duc79,Gg)z70,(5yp2i570, (og), 70 


(b Dauf) (bn) -a( Cis 0 0.070 


Gin Sa ( >) Ga) 70 O77 Tal; Giu 
oda HL alee $e) Raga]: 
[aya 
e 
LI — | Gas = P| EG! 3 | 
eoe AGB(I 


6.6 近似 LU 分 解 方法 


对 于 求解 Euler 方程 或 Navier-Stokes A f& ifti vi , Wil I8 Beat RY 
ACER I EAR .分数 步 方法 . 隐 式 近 亿 因 式 分 解 方法 都 需要 洛 
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每 一 个 空间 坐标 方向 求解 一 个 顽 三 { 委 ) 对 角 方 程 组 ,特别 是 对 于 
三 维 问题 去 三 次 扫 过 求解 域 , 包 依 了 数 引 非常 多 的 块 矩 阵 ( 对 于 二 
维 问题 是 4x4 和 矩阵 ,而 对 于 三 维 问题 是 5x5 Amours S. 
要 花费 相当 大 的 计算 工作 量 。 另 一 方面 ,线性 稳定 性 分 析 表 明 , 3ë 
蔡 方 向 隐 式 方法 和 隐 式 近似 因 式 分 解 方法 在 二 维 问题 中 是 无 条 作 
稳定 的 ,但 在 一 维 问题 中 则 是 无 条 体 不 稳定 的 。 

另 一 种 隐 式 解法 是 LU 分解 方法 , 它 对 任何 维 数 空 间 问题 者 是 
稳定 的 。 此 种 隐 式 解法 已 经 被 证 明 对 于 跨 声 速 流 动 和 直至 Ma =20 
的 高 速 流 动 的 求解 是 且 效 的 . 

Te, eh I FED Navier-Stokes 方程 的 一 种 有 限 差 分 格式 
为 例 来 介绍 近似 LU 分 解 方法 。 

在 Cartesion 坐标 系 中 ,二 维 可 压缩 Navier -Stokes 7r Fg n] Æ 
IRA 


22 + 3E | oF = 9E, 十 IF, 


dt "ES | dy ax dy 


(6.6.1) 
式 中 

Q = (p,pu,pv, E,)! 

E = [pu,pu^ + p,pou u (E, + p)i1. 

F = [po.puv,po? + p,v(E, + p)]7 

E, = (o. Taps Pryt HTa tovc, + K 23H 


_ aT yt 
F, = DENEN + uty + K 3 | 


2 
Tux 7 2uu, UV 3n, t v.) 
Try T ACity + v,) 


2 
yy = 2 fy 一 ausu. + ov) 


关于 方程 (6.6.1) 的 一 个 典型 的 显 , 隐 组 合格 式 是 
ntl 


Qi; -Qi,-8AI[ D, ECOS ) + D, F(Q15 )]- 
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(1- AL D,E(CQ? ) + D,F(Q?.)]* 

AL[D, E, (Q7) + D,E.CQ? 2] (6.6.2) 
这 里 D. MD, THEM uro/0 c 3/2 y 的 中 心 差分 算 子 。 该 格式 
BJ E A LAB SE SE OCCUR HI 2 . 隐 组 合格 式 , WI X Sh FE ri SR 5 
式 格式 。 

式 (6.6.2) 是 一 个 高 度 非 线性 的 代数 方程 组 ,求解 十 分 困难 、 
费时 。 为 此 AAR E 和 下 和 作 线 化 处 理 。 为 简洁 起 见 ,以 下 
暂 将 下 标 i ,i 省 略 。 

E"! = E" + A"AQ" + OC AQ ||?) 
FU = F" + B'AQ" + OC | AQ || 2) 
式 中 A = 3E/JƏQ,B =aF/IQ (6.6.4) 

将 式 (6.6.3). 式 (6.6.4) 代 人 式 (6.6.2), 并 忽略 二 阶 和 高 阶 

小 量 可 得 
[I + 0A¢(D, A" + D,B")]AQ" +AR=0 (6.6.5) 


| (6.6.3) 


式 中 
R = D, E(Q") + D,F(Q") 一 
D.E,(Q") - D, F,( 0“) (6.6.6) 
APR 称 为 余 量 , 它 由 第 s 时 间 层 的 解 " 决定 , 故 是 已 知 的 。 

式 46.6.5) 是 一 个 线 人 性 代数 方程 组 。 当 0 = 1/2 时 ,该 格式 在 
时 间 方 向 为 二 阶 精度 ,否则 在 时 间 方 向 是 一 阶 精度 的 。 

对 于 差分 方程 式 (6,6.5) 作 如 下 两 点 说 明 。 

(1) 该 方程 组 中 的 未 知 量 是 AQ ; ,因此 称 为 增 量 形式 的 差分 
方程 。 对 于 定常 状态 问题 而 言 ,车 采用 此 种 增 量 形式 的 差分 方程 ， 
则 其 隐 式 部 分 的 离散 只 影响 收 伍 的 过 程 , 而 对 于 收 伍 了 的 定常 解 
的 性 状 (精度 .分 辩 率 等 ) 是 没有 影响 的 。 影 响 定 常 解 性 状 的 是 其 
显 式 部 分 (At 器) 的 离散 方法 。 根 据 上 述 分 析 ,人 们 往往 对 显 式 部 
分 采用 高 精度 .高 分 辩 率 差分 格式 (如 NND 格式 .TVD 格式 、 
ENN 格式 ,ENO 格式 等 ) ;而 对 降 式 部 分 的 离散 ,着 重 考 虑 的 是 如 
何如 速 收 敏 过 程 和 节省 求解 代数 方程 组 的 时 间 耗 费 ,而 不 是 精度 。 
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(2) 式 (6.6.5) 虽 然 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,但 是 它 导 敏 一 个 
FERRA AR ER XB EE ,其 求 着 需要 花费 大 量 的 运算 时 间 并 旦 要 求 
很 大 的 存储 量 。 

下 面 着 重 介绍 一 种 求解 代数 方程 组 (6.6.5) 的 方法 一 一 下 /上 
对 称 逐 次 超 松 弛 (LU-SSOR) 格 式 !10 , 它 既 能 节省 求解 代数 方程 
组 (6.6.5) 的 时 间 耗 费 和 需要 的 存储 量 , 又 能 达到 加速 收 合 过 程 的 
日 的 。 

X; 8=1, 在 Ai 一 的 极限 情况 中 ,格式 (6.6,5) 退 化 为 New- 
ton 3E (À 

(D.A + D,B)AQ + R = Q (6.6.7) 
今 将 方程 式 16.6.7) 中 的 矩阵 A BREE MEERA 
分 型 ,并 采用 迎风 格式 .可 得 
(D A + DIA + D;Bt+ 
DyB )AQ + R = 0 (6.6.8) 
这 里 ,D; MD, 是 后 向 差分 算 子 ,万 : MDS 是 前 向 差分 算 子 。 
对 于 定常 流 计 算 ,采用 两 点 算 子 。 这 样 做 的 好 处 是 加 强 了 此 代数 
方程 组 的 系数 矩阵 的 对 和 角 占 优 。 其 中 


At = Kanal 

B* = RpA SL 
这 里 ,La 和 Ls 4 EI 3EBEA HB RARIEM RES. R. A 
Rs 则 分 别 是 4 38 B BUG NEGET E EEE, AL MAL 是 元 素 为 非 
TAB AAE E E. A. HAS 贴 是 元 素 为 非 正 值 的 对 角 上 矩阵 ,并 
且 


(6.6.9) 


Ay = Ag+ Ag 
显然 ,满足 上 述 要 求 的 矩阵 分 裂 方法 并 不 是 惟一 的 ,而 可 以 有 很 多 
不 同 的 分 型 方法 。 今 采用 如 下 分 裂 方法 ,可 使 代数 方程 组 的 求解 
得 到 很 大 简化 
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Ai - $a ra 
1 - (6.5.11) 
Án = FALE ral) 


式 中 
ra = Kamax(lAaii [Aasl Haas ,| A412] 
ry = Kgmax(làgi ll Aga ideals lai Í 
(6.6.12) 
这 里 ,了 为 单位 矩阵 Ka 和 KS AKT 1 MEE. 
在 任 CREE AR (1,4 MIR 28 BERI (6.6.8) RTL GR 
AT; AQ, - Aia AQia; + Aia, Aia 7 
A;;AQ;,; + B] JAQ- Bi; (Qi U + 
B; AO... — B; j;4@;,;+ R,., = 0 (6.6.13) 
现在 设计 如 下 一 种 两 步 方 法 来 求解 代数 方程 组 (6.6.13)。 第 
一 步 求 解 如 下 代数 方程 组 
(Ai; E A; AQ; = A; AQ... + 
(Bl,-B,))AQ/;- Bi; AQ + Ry = 0 


(6.6.14) 
其 求解 计 程 是 一 个 向 前 扫 过 求解 域 的 过程。 所 求 出 的 是 中 间 值 
AQ,,,。 
第 二 步 求解 如 下 民 数 方程 组 


(AZ; — A,)AQ.; + APA, 
Aj- AQ i + GB; 一 Bi)4Qi; + 
B; AQ... ` Bi, (IQ (t R, = 0 (6.6.15) 
其 求解 过 程 旦 一 个 向 后 扫 过 求解 域 的 过 程 。 所 求 出 的 是 真正 需要 
RY ^0... 
Ma (6.6. 15) rh 23x (6.6.14) FF 
(Az; -AL,)AQ;, + AiinuAQia, + 
(Bj, 一 B, AQ; + B. p+: AQ: uu = 


Jil 


(AL; A; pA; + (B7; - B, JAG’; (6.6.16) 
它 可 被 写成 { 略 去 下 标 1 ,7) 
(DiA + DIB t A^! B')AQ = 
(A | B'- A - B )AQ ° (6.6.17) 
X gk 66.6.14) 
(D;A'* D,B'- A -B j)AQ’ =- R (6.6.18) 
由 此 可 得 
AQ” = (DiA'+ DB' -A - B.) '(- R) 
(6.6.19) 
Yr (6.6.19) FRA (6.6.17), FPR BBN (6.6.9) 8035 (6.6. 11) 
及 式 16.6.6) 可 得 
(D;A'* D,B'- A -— B )(D,A + D,B | 
A'* BAQ; =- (ra 1 ADLE + 
D,F-D,E, D.F.) (6.6.20) 
jk REX T VERE Newton 近代 的 LU-SSOR Hak, E HORSE SERE 
可 归结 为 如 下 两 步 。 
58 — JER it 
(D,A'+ D,B'- AU BOAG;; = 
~€rad ry )(D,E + D F — D,E. - D, F.) (6.6.21) 
Hf 
(ra + r AQ; = AL AQT 1, f 
BiyaAQ,,. > Crab n) Rig 
MARK. HORA E- Tre nc pa tfe. B AV Api ER uris 
第 二 步 求 解 
(DIA í: DIB | AI B AQ G = 8Q/, (6.6.22) 
即 
(ra * ry AQ; | T AQ;, 一 A;a AQ... 一 B;.,,.14Q, 5+: 
SBR, FSR HE AE I8] Jer LE BJ PE Lr EL LP a bir EBE: iis 
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应 该 说 明 的 是 ,使 用 上 述 LU-SSOR 格式 来 求解 带 激 波 的 二 
维 可 压缩 蒜 性 流动 时 ,为 了 抑制 光滑 区 数值 解 的 奇偶 失 联 振 蓝 和 
BREIL AE 038 Bx dE ,必须 在 式 (6.6.6) 定 忌 的 余 量 R 中 附加 
适当 的 人 工 黏 性 项 ,例如 令 

R = D,(E- E,) + D,(F - F.) — 
Pme + pia - Ppa + «pig 

其 中 DD? 和 D AERO Br MOREA. XT A T.8k FE £ 
Eee, O) LU 的 选取 可 参见 第 3 章 中 关于 Jameson AR 
耗 散 格式 中 的 系数 部 分 。 由 于 在 式 (6.6.21) 和 式 (6.6.22) 的 左 端 
隐 式 部 分 中 都 采用 的 是 单 侧 善 分 ,因而 自然 是 耗 散 的 , 故 在 隐 式 部 
分 无 需 附 加 人 工 黏 性 项 。 


第 7 章 边界 条 件 的 数学 处 理 


Navier-Stokes 方程 是 所 有 牛顿 流体 的 流动 都 必须 遵 铂 的 去 配 
方程 ,然而 这 些 流动 所 呈现 的 其 体 状况 却 可 以 千 差 方 别 。 这 是 由 
于 定 解 条 件 和 流体 物性 的 不 同 而 引起 的 。 因 此 ,边界 条 件 的 提 法 
及 其 数学 处 理 在 计算 流体 力学 中 是 一 个 不 可 忽视 的 十 分 重要 的 问 
题 。 它 对 于 工程 应 用 和 理论 研究 者 有 重要 的 意义 。 首 先 ,适当 的 
边界 笨 件 提 法 及 其 数学 处 理 是 计算 过 程 稳定 的 必要 条 件 ; 其 次 ,过 
界 处 理 的 其 体 方 法 可 能 影响 诸如 座 阴 .热流 等 物理 量 的 计算 精度 ; 
再 则 ,在 对 一 些 流 动 癌 题 的 细致 模拟 中 ,边界 处 理 将 可 能 对 流 声 内 
部 铺 构 产生 影响 。 总 之 ,对手 多 尺度 物理 现象 的 直接 数值 模拟 而 
言 ,不 仅 需 要 采用 高 精度 .高 分 辩 率 的 差分 格式 ,而 县 要 求 精确 控 
制 边界 的 行为 。 这 就 促进 了 对 于 边界 条 件 提 法 及 其 数学 处 理 的 全 
究 。 然 而 这 方面 的 研究 在 计算 流体 力学 中 仍然 是 一 个 薄弱 环节 ， 
它 远 远 落后 于 实际 计算 。 

简要 地 说 ,边界 处 理 包括 边界 条 件 的 提 法 和 边界 条 仁 的 履行 
方法 。 而 边界 条 件 的 提 法 六 可 细 分 为 :中 各 类 边界 上 所 需 规定 的 
边界 条 件 的 数目 ;各 类 边界 上 具体 的 边界 条 件 的 提 法 。 它 们 是 
不 能 随意 规定 的 ,一 方面 要 求 由 这 些 边 界 条 件 和 初始 条 件 及 支配 
方程 所 构成 的 偏 微分 方程 组 的 万 边 值 问 题 在 数学 上 是 适 定 的 ; 另 
一 方面 还 要 求 它们 具有 明显 的 物理 意义 。 

对 于 流体 力学 的 支配 方程 ,请 如 Euler 方程 和 Navier- Stokes 
方程 而 言 ,它们 的 初 边 秆 问题 的 比较 完整 的 分 析 是 很 不 容易 的 。 
事实 上 ,直到 Kreis 的 文章 1'*1 发 表 以 后 才 找 到 了 作 此 种 比较 完 
整 的 分 析 的 合适 工具 。 经 过 近 三 十 年 的 努力 ,虽然 对 Euler 方程 
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已 能 推导 出 保证 初 边 值 问 题 天 定性 的 精确 的 边界 条 件 ("” B E. 
对 于 NavierSrokes 方程 而 言 ,这 个 丫 题 复杂 得 多。 只 有 在 某 些 简 
单 的 情况 中 才能 确定 应 用 于 Navier-Stokes 方程 的 一 组 给 证 的 边 
界 条 件 是 右 将 导 敏 -一 个 适 定 的 问题 45 。 

CE BGR UL FA AP A EY CS AES a FP IL ARIA 

在 流体 力学 问题 的 数值 计算 中 ,可 能 遇 到 如 下 两 类 不 同 的 边 
Fo 

(1) Sew. JE h 32 BB [B| SE M OE i, MA m deg 
REA. Bil ANS) ii io g Rosi qo MERCATUS SEU IRE 5 
同体 壁面 部 是 实际 边界 。 

(2) 大 工 边 异 ( 或 称 开 边界 )。 它 们 是 针对 无 限 或 侍 无 限 | 
域 ,成 人 们 感 兴 趣 的 范围 远 小 于 实际 区 域 时 人 为 引入 的 。 例 如 ,在 
. 外流 问题 的 计算 中 ,尽管 实际 区 域 延伸 至 无 限 远 ,但 实际 计算 时 只 
能 把 外 边界 选 存 距 固体 边界 有 限 远 的 地 方 。 因 此 ,人 十 边 界 的 选 
皮带 有 任意 性 和 经 验 性 。 该 处 的 边界 条 件 应 使 得 "好比 没有 边 
界 ”, 意 即 无 人 为 的 边界 层 及 无 人 为 的 边界 反射 。 

其 次 ,必须 区 分 如 下 两 类 不 同 的 边界 条 件 。 

COD 物理 远 界 条 件 。 保 证 支配 方程 (例如 ,Euler 方程 ,Navier- 
Stokes 方程 等 ) 的 初 边 值 问题 适 定 所 需要 规定 的 边界 条 件 称 为 物 
埋 边 界 条 件 。 对 于 三 维 流动 , 适 定 性 所 要 求 的 物理 边界 条 件 的 数 
AR GAA RL pel, 

表 7-1 35 AÉ Ë Éq 3 R 09 dp EE jh RAE HR H 
Mr S deg f Euler 方程 , Navier Stokes 方程 
BARAH | 
RAR 
BAAN 
sn t 


[>| 


(2) 数值 边界 条 件 。 当 物理 边界 条 件 的 数 日 少 于 支队 方程 中 
独立 变 几 的 数目 时 ,在 数值 计算 过 程 中 如 何 求 出 在 边界 处 没有 被 
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规定 的 变量 的 值 ? 这 就 需要 附加 “数值 边界 条 件 "”。 如 何 选 定 合 ; 
的 数值 边界 条 件 ” 是 长 期 困扰 计算 流体 力学 工作 者 的 一 个 问题 。 

应 该 指出 的 是 ,一 个 流体 力学 问题 的 计算 结果 不 仅 取 决 于 所 
采用 的 支配 方程 和 物理 边界 条 件 , 也 取决 于 所 采用 的 数值 格式 和 
数值 边界 条 件 。 | 

APTE i Ei zE E F 6039532835 92 Ae Up S BD AR EU. (H 
对 于 各 种 不 同 的 问题 选择 好 的 物理 边界 条 件 以 及 将 此 条 件 与 内 点 
处 使 用 的 数值 格式 结合 起 来 的 方法 仍然 是 … 个 重要 的 研究 课题 。 

更 困难 的 是 人 工 边 界 上 边界 条 件 的 确定 。 无 限 近 边界 的 处 理 
大 致 有 如 下 四 类 不 同 的 方法 :71。 

(1) 区 域 变换 法 。 通 过 坐标 变 挽 ,将 无 限 区 域 变换 成 有 限 区 
域 。 这 种 力 法 的 缺点 是 坐标 变换 会 产 千 奇 点 怠 引 起 解 的 振荡 。 所 
以 在 实际 计算 中 很 少 使 用 。 

(2) 有 限 截 断 法 。 将 外 边界 选 在 足够 远 的 地 方 直接 用 无 限 远 
处 的 边界 条 件 。 例 如 ,对 于 外 流 问 题 ,对 于 流体 以 业 声 速 流入 的 入 
流 边 界 可 规定 a —-26c/(y -1),,2 Ms MERAY PRR 
的 出 流 边 界 可 规定 训 。 这 种 方法 在 实际 计算 中 经 常 被 使 用 。 它 的 
不 是 之 处 是 在 出 口 边界 处 有 人 为 的 反射 以 及 计算 区 域 很 大 。 

(3) 渐 近 解 方法 。 将 外 边界 放 在 某 个 地 方 ,使 得 人 工 边界 以 
外 的 区 域 可 用 小 扰动 法 求 出 近似 解 ,并 用 它 作 为 边界 条 件 。 

(4) 特征 分 析 方 法 。 基 本 思想 是 采用 特征 分 析 方 法 将 支配 方 
程 中 沿边 界 法 线 方向 通 量 的 Jacobian BME MAE MI Xe 
程 改写 成 包含 与 潜 边 界 法 线 方向 传播 的 诸 特 征 波 波幅 的 时 间 变 化 
率 成 正比 的 y ,(; 二 1,2,3,4,5}) 的 形式 。 然 后 用 这 些 量 米 规定 边 
RES S (详细 阐明 见 后 ) 。 

限于 篇 幅 , 只 介绍 特征 分 析 方 法 ， 


7.1 Euler 方程 和 Navier-Stokes 方程 的 边界 条 件 


SAR 7-1 中 的 机 隅 绕 流 问题 为 例 来 介绍 Euler 方程 和 
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Navier-Stokes 方程 在 各 类 边界 上 边界 条 件 的 提 法 ( 仅 限于 物理 边 
界 条 件 ) 。 


图 7 了 1 PRRRHTARRS RR ABA 


7.1.1 Euer 方程 的 边界 条 件 

(D 人 流 边界 (ABFE ) 条 件 

Ci) 起 声速 入 流 边界 条 件 

此 时 应 规定 5 个 物理 边界 条 件 , 例 如 规定 prouv fw. 

Ci) WF BA Pid AE 

此 时 应 规定 4 个 物理 边界 条 件 , 例 如 规定 [4 一 2ecf(y - 10]. 
vw 和 5s; 或 者 规定 ouo Mw. 

(2) 出 流 边 界 {DCGH) 条 件 

(i) 起 声速 出 流 边 界 条 件 

此 时 不 需 规定 任何 物理 边界 条 件 。 

(ü) 亚 声速 出 流 边 界 条 作 

此 时 应 规定 1 个 物理 边界 条 件 , 例 如 规定 p. 

(3) 物 面 边界 条 件 

此 时 应 规定 1 个 物理 边界 条 件 , 即 法 向 速度 为 零 。 

(4) 和 远 场 边界 (ABCD , EFGH , AEHD ,BFGC) 条 件 
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此 时 应 规定 的 物理 边界 条 件 的 数 月 由 该 处 局 部 特征 值 的 正和 
负 的 个 数 自动 地 决定 。 总 之 ,对 应 于 每 1 个 进 人 特征 波 者 应 规定 
1 个 物理 边界 条 人 忻 一 一 无 反射 边界 条 件 。 即 每 1 个 进入 特征 波 的 
波幅 的 时 间 变 化 率 都 为 零 


2 
RY, 表示 进入 特征 波 波 幅 的 时 间 变 化 率 ( 关 于 # ,的 确定 ,后 
面 将 详细 阐明 )。 


7.1.2 Navier-Stokes 方程 的 边界 条 忻 

将 先 应 当 说 明 ,这 是 一 个 尚未 完全 解决 而 需要 作 进 一 步 研 究 
的 问题 。 在 有 关 黏 流 数值 计算 的 许 密 文 章 中 ,对 Navier-Stokes J 
程 规定 的 边 洽 条件 是 不 同 的 。 在 大 多 数 黏 流 计算 的 文章 中 ,除了 
对 物 面 边界 将 滑 移 边 界 条 件 改 成 无 滑 移 边界 条 件 并 加 上 或 者 绝 需 
边界 条 件 吗 者 等 温 边 界 条 件 之 外 ,在 其 佘 各 类 边界 上 采用 了 与 
Euler 方程 完全 相同 的 边界 条 件 。 其 理由 是 认为 在 这 些 边 界 附近 ， 
dh PE BE au fg ^^, ATW EA Tt 

这 里 ,将 介绍 T. J. Poinsot 和 S.K. Lele' 生 用 于 灌流 直接 数值 
TEILS AS E (CRUCES HEC RE BICRETRCIB UE BOBO IR AR E. Ju: k tn 
在 于 :中 对 于 Navier-Stokes Fr Te SUE AGH 8. 38 PE B5 3 El E AG 83 
ERGATA H ; @ Navier-Stokes 方程 的 边界 条 件 
是 用 如 下 方法 得 到 的 :Euler J fe BJ AG 8 15 PIA HE 3Ë FE MH eK 
FAY BE AY #h b n FER AE 

(D ARAUT ABFE ) 条 件 

Ci) 超声 束 入 流 边 界 条 件 

此 时 应 规定 5 个 物理 边界 条 件 ,例如 规定 blo.u.v A ws 
没有 附加 的 黏 性 边界 条 件 。 

GD IE PE A BLUT AR PE 

时 时 应 规定 5 个 物理 边界 条 件 。 其 中 4 个 是 Euler Jy 8 69 ji 
BA VUA PE SR (ELLA AGE a- 2 (y 一 1)].v,w Ms REME 
pu 和 zw。 再 补充 1 个 附加 的 条 性 边界 条 件 ,例如 ar [ox =0。 


318 


(2) Hn ito 9 DEGH) f 

(i) 超声 速 出 流 边 办 条 件 

此 时 应 规定 4 个 物理 边界 条 任 。 因 为 Euler J ER BER Ps E tH 
蕊 无 需 过 擂 条 件 , 故 应 补充 4 个 附加 的 黏 性 边界 条 件 。 例 如 : 
dr, fax 20,0 v, 9 x = 0,2r 0r = 0,24 102 70. HP gy, E z 
Fi fat B PA 8 Be 

GD 亚 声 速 出 流 边 界 条 件 

此 时 应 规定 4 个 物理 边界 条 和 件 。 共 中 1 个 是 Euler JESE 
PRAGUE ,例如 规定 p. IEAA 3 A R AU $k EI P: 
KAT PM Arar —0,37,, [89x =0,44,/4x =0。 

(3) qni A RIF 

G) 等 温 无 请 移 物 面条 件 

此 时 应 规定 4 个 物理 边界 条 件 。 它 们 是 &-0.,v-20.w-0, 

T= T RAR AEWA. 

(u) ALP EE f TAR gË 

此 时 应 规定 4 个 物理 边界 条 件 。 它 们 是 eo = 0,0 =0,w = 0, 
BEP 76 1 TP BH Jr BE AAA TE: a, = 0. 

(4) 10 iy ABCD , EFGH , AEHD , BFGC ) & fil: 

此 时 应 规定 边界 条 件 的 数目 和 边界 条 件 的 具体 提 法 都 与 
Euler 方程 相同 。 


7.2 Euler 方 程 边界 条 件 的 数学 处 理 


7.2.1 Euer FE 
HEHE BRACE. 9, EY'P SEB AE ERE. Euler 方程 

BJ Be 9] 
ag | 2E | af 36 
ae 28 dp aE 


= 0 (7.2.1) 
式 中 


p pU ev 
pu puU + &p 1 pu + «p 
O= Fle), B= y mU*&h |, F--|eV + no 
ew pwU + £p pw + hP 
E, (E, + p) U CE, + p) V 
pw 
puW + bp £ = &(x,y.2) 
¿= ll leW+ Gb. qo pleya) 
pwW + Cp £ = t(z,y,z) 
(E, + p) W 
U = Su + Ew + &w, & &, 1 
V = mu + put pw, Jo = 9: ty ts 
W = tu + ez + Co C. Š, e 


7.2.2. 特征 分 析 


按照 K. W. Thompson: 的 特征 分 析 方 法 ,来 改写 方程 组 


(7.2.1) 中 二 方向 的 双 曲 型 项 。 
首先 引入 如 下 原始 变量 列 向 量 


Q 2 suo p (7.2.2) 
Q= JQ = (p,u.v.w,p)? (7.2.3) 
则 有 
,, 909 _ 
P — 30 - 
r I Ü 0 0 Ü | 
—ulp lip 0 0 0 
- vip 0 lip 0 0 
- wip 0 0 llo 0 
(y- 1) » f 
D. G têtu -(y-Du —(y-Do -(y-Dw (y- 1 


(7.2.4) 
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以 (于 |) Ae exh (7.2.1) We 
a ,ab | 3k oG 
PER (3$ * 97 * t = 0 (7.2.5) 
此 即 在 任意 曲线 坐标 系 (€, m, C) P HR B E BL JE C Euler 方程 。 


它 斌 被 改写 成 如 下 非 守 恒 的 形式 


2Q , 429QD wL 
ay t At oe + CF = 0 (7.2.6) 
式 中 
U e pf pe, 0 | 
0 U 0 0 ¿le 
A= 0 0 U 0 &fe (7.2.7) 
0 0 0 U  &lp 
0 yp, Ypé, yp, U | 
Jp du, , 929, , dw 2p 
Yay + 
2 a a 
p(t 5+ s Se + & Se] 
au 1 ap Ju | 1, ap 
vo +W + 
ay p" 3 ac p* ar 
— Ju 1 2p au 1 2p 
c: = EE, pay at p" 3r 
aw 1 ap dw 1, Ip 
oe + wee te 
ay p ay at pe ar 
2p au az aw 2p 
ME y» (te 5; D 37 t 99 | Wat* 
d a d 
| ZIP. Lr) | 
(7.2.8) 
矩阵 AS 的 特征 方程 为 


[AS AREIS (U-ap((U-a) +(e + £ + eH] 
[((U-a)-c( + £o + 212] = 0 (7.2.9) 


BOERE AP 的 特征 值 从 小 到 大 依次 为 
i = U - G; 
ag = AŠ = aš = U 
a5 = U + C; 
式 中 


C, = he = cL £ + giyh 
RR TE LR AS 的 诸 左 特征 向 量 


LA = all? 
式 中 B= (has dias figs la lis) 
i = 1,2,3.4,5 
求 出 的 诸 左 特征 向 量 如 下 
n = (0, ~ e, cp. — cpt. 1) 
ip = (c*, 0, 0, 0,— 1) 
t= (0, -&, &, 0, Or 
H= (0, -£&, 0, £, 0) 


id= (0, cok. cph,. c. 1) 
式 中 
& = EIE + e + e 
ë = ICEL + & + gy 
& = EIEL + 22 + gy 
于 是 知 JE AT 的 左 特征 向 量 和 矩阵 为 


0 - c£, _ cp£, 一 cos, 1 


c 0 0 0 _ 1 
L: = Ü _ ë, La 0 0 
0 -£& 0 Ë, 0 


lo epe, epe, cp. 1 
TSE A* 的 对 角 化 相似 性 变换 为 


(7. 


(7. 


321 


.2. 


.10) 
2.11) 
2.12) 
.13) 


.14) 


.15) 


16) 


.17) 


.18) 
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LyAL = A, (7.2.19) 


由 此 可 得 
At = LAL: (7.2.20) 


AP, A: 是 特征 值 的 对 角 和 矩阵 : A = 0,54 AG BF; A; = AB, 
i=j hF. 
UER L ec Se Jr ECT 2.6) ,得 到 


ag 2 
LUE e A SE S La 20 (72.21) 


a’ 
它 的 5 个 分 量 方程 为 


mg eee ict = 0 
t (7.2.22) 


{i = 1,2,3,4,5) 


为 了 后 面 关 于 边界 条 件 的 分 析 更 方便 ,定义 如 下 列 失 量 L Š, 
它 的 第 i 个 分 量 vi 是 
é = yqT 9 Q 
= = Ab ag (7.2.23) 
(i = 1,2,3,4,5) 
于 是 方程 式 (8:2.21) 可 以 被 写成 
Ly a Ltt Lect =0 (7.2.24) 
它 的 分 量 形 式 为 
T9Q , ot. pee = 
Hog, tt PC = 0 (7.2.25) 
(i = 1,2,3,4,5) 
方程 式 (7.2.24) 或 式 (7.2.25) 是 Euler 方程 边界 条 性 数学 人 处 
由 式 (7-2.23), 式 (7.2.16), 式 (7.2.10) 一式 (7.2.13) MR 
(7.2.3) [18 
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pc du |, av Ae) 2e) 
AG agt Sagt Š ae)" a¢ 
ap a 
Fi u(e 2-3) 
a 2 
a ofe ez | 
Ju due 
zi = u( & S£ + É, ) 
£ a£ 
8 a a a 
| 
È 
(7.2.26) 


Euler 方 程 的 边界 条 件 的 履行 被 归结 为 确定 上 面 引 进 的 % Ë 
的 问题 。 至 于 确定 多 的 技术 将 在 后 面 介 绍 。 一 旦 知道 了 z: 之 
后 , 即 可 求 出 与 轴 答 直 的 边界 处 的 3@13t。 

VAL yt fe Fey ASK (7.2.24) ,可 得 


Sa sa C = 0 (7.2.27) 
邻 定义 如 下 列 向 量 
d= LaL! (7.2.28) 
LA LUC EX, 
Ld = L š (7.2.29) 
由 此 可 解 出 
[ lfi " . 
a[s t «b + 21] ] 
£7 Ë, ; . . l 
» xx HE 9D + 
2 
š, oe š ego 1 " 2s 
dc ^ - 2g C55 HD + ge EE DES &&, 71] 
di 
z£; , " 
las] Gag F5 ZD Re e+) 
到 (全 全 二 g) 


(7.2.30) 
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至 此 ,方程 式 (7.2.6) 已 被 改写 成 如 下 形式 


etait vs elms t want mae) | 
I 

xtd Viri e Ware stor 0 
Sit Vo om Se a "n 0 p 
Get dit V SEL "EE 
TP v di v+ wa | bog te oy} 
Wop (Sat Sep e E) 0 


(7.2.31) 


这 就 是 垂直 于 £ 轴 的 边界 处 的 支配 方程 。 称 为 eDane 
TERS Euler 方程 。 求 解 此 方程 即 可 确定 该 边界 处 的 诸 流动 变量 。 
完全 类 似 地 可 得 到 各 直 于 ? 轴 的 边界 处 的 支配 方程 一 一 ? 方 


人 向 修正 的 Euler 方程 如 下 
f cde wor [e oe bor tear): 
PILLE 
à ae wats te ute te 2 g 
ad W SE dg US EE 0 | 
Wenn poten 
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3p op au ET 
2e ede wb e vo[ H T1283 


dp Ju gue 
UTE + le Se * & Get & GF) =9 


(7.2.32) 
式 中 
nomiue 


d} = 35x {F E ne? - qu. 1] 

d3 = 8g- 91) - Sled + p] i 
28, pe B, 7 

d} = (py S met ~ Cp + PL 

1 28, pc “(22 7) 一 gi J- (2 + MI] 


di = loi + FI) 


(7.2.33) 
_ au | av aw al 
“= (V e»[- ACERT ma) ay 
- (de B) 
Ej v [< 35 ay 
' do gu 
zi - V[ LER » 5) " 
au aw 
Z = (- n SE + T4 
535 7 3, 
Ju 3o ai ap 
ev ep [Ey na 92), e] 
Tic ipl? *39 oq T 39] agd | 
(7.2.34) 
这 里 
C, = Êr (7.2.35) 


B, = (W + 5 Qn (7.2.36) 
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EAF € 轴 的 边界 处 的 支配 方程 一 一 方向 修正 的 Euler X 
程 为 


eo 
7 PI ay 27 MEET "hs " 


dp EET 
Z IPDPIEDC ELENCO 


ae 
1 ap Ju 1. op 
v == 
+ dł + + pa U 3e "ET 0 
gu 1 oP du 1. 4p 
"i v 22 =, z = + —¿, — = 
3, + dk + 37 + p 2, U 3e t 59 ge 0 
an * 45 * V 37 t ues, JE SEE 0 
Ë dp du jw 
tdicV-—ty (S " tX Jn 
5 ay PI 85 + Wy Fy 7 
ap du, av Aw Y _ 
(7.2.37) 
式 中 
dfi p "T 
d = alyp si] 
d= gp + Hees PI esy 
Pd Be, Ni roy 
ds = TE -4D- A [Lei - (+ £S] r 
gu. 
M 
di = —-(¥ £ )- htt ETT ES 
iS 2g 二 Pa í + 671] 


d$ = lot tff 
(7.2.38) 
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et- Cw -co|- [6 e Sap Gor] oc 
P= w(2 - 22) 
zE-w(-to + t. 52] | 
vi = (w.co| [e Ser &5E + & Ge} oe | 
(7.2.39) 
t Cr = cf (7.2.40) 
B, = (ER + + on (7.2.41) 


应 当 指 出 ,在 各 边界 处 的 支配 方程 式 (7.2.31), 式 (7.2.32) 和 
式 47.2.37) 中 ,所 有 沿边 界 的 切 向 导数 的 差 商 近似 与 肉 点 处 完全 
相同 。 剩 下 的 关键 问题 是 如 何 确定 艺 ，(i=1,2,3,4,S)。 


7.2.3. ¢, HRES LODI X Fox 


以 二 方向 边界 ( 即 垂直 于 站 轴 的 边界 ?为 例 来 前 明 2 , 的 确定 
AE. 方 贞 和 刁 方 向 边界 的 情况 是 完全 类 似 的 。 

K. W. Thompson 对 双 曲 型 偏 微分 方程 所 出 的 “时 间 相 关 边 界 
条 件 " 的 基本 思想 是 : 双 曲 型 偏 微分 方程 措 述 的 是 波 的 传播 现象 。 
在 过 界外 有 一 些 滤 蚌 从 边界 外 传 向 求解 域内 ,而 另 一 些 波 则 是 从 
求解 域内 传 向 边界 。 前 者 称 进入 波 , 由 于 它们 的 行为 完全 由 边界 
外 的 状况 所 决定 ,因此 就 需要 适当 规定 边界 条 件 来 确定 它们 的 行 
为 ;而 后 者 称 跪 出 波 , 由 于 它们 的 行为 完全 由 求解 域内 的 解 所 决定 
的 ,因此 于 这 些 波 不 应 提 任 何 边 界 条 件 。 

按照 上 述 思想 ,与 特征 值 Xf 对 应 的 特征 变量 s 5 可 决定 如 
下 : 当 特 征 速 度 Af 指向 求解 域外 部 时 ,用 单 侧 导 数 允 近 从 定义 式 


328 


《7.2.26) 放 算出 相应 的 工友 之 , 当 特 征 速度 AT 指向 求解 域内 部 
时 , 则 应 由 边界 条 件 来 确定 相应 的 和 8E 

如 何 确定 与 进入 特征 波 相应 的 PPP 在 文献 [8] 和 [6] 中 利用 
Ti R—# AR (LOD) XA. 

Trip ERR— Aa, SABA 7.2.31) RK(7.2.30) FFB 
略 切 向 导数 项 ,就 可 得 到 这 样 的 局 部 一 维 无 黏 方程 组 


52 + 点 [到 (9f+ wf) + y= 0 (7.2.42) 

d£ € 

E is (YF — 23) Leggs +L = 0 (7.2.43) 
he Be * 

2v | 2 Bo 

EP + 3a E [Co + 60$ - Eeri] =O 


(7.2.44) 
Te y (ot) - Lee ot - (e+ BYE) = 0 
EP 2 Boe S 1 git. yes “3 x ard 
(7.2.45) 
P 
Pa FYE + YH = 0 (7.2.46) 


上 述 诸 方 程 可 以 被 用 来 得 到 表示 所 有 其 余 感 兴趣 的 量 的 时 间 
PR MARXEN. 例如 ,由 式 (7.2.42), 式 (7.2.46) 及 


无 量 纲 状态 方程 了 = 2P P Pau 


aT T 
z elei- $20 - Dt + 20] (7.2.47) 


利用 式 (7.2.42) 3X5 (07.2.460) REBAR S 的 定义 可 得 


ZS = 1 
(y 一 IF: 


71H35 (7.2.43) (7.2.4 E GERE LER ho 的 定义 可 得 


(7.2.48) 
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Jho 1 | ve rii Eu lut 
= E 1 EA 
3t (r-Deol? ^2 pel 1 


(| (7.2.49) 
é 


利用 式 (7.2.42) 及 式 (7.2.43) 可 得 
Ilm) _ lju, lil u £l 
e rti Eee 
i z, gp 
(t E)er] 
因为 有 时 是 通过 规定 在 边界 处 某 种 物理 量 的 梯度 来 施加 边界 
KEM, AMARRE = 0 ,因而 如 下 形式 的 LODI 关系 式 可 能 


是 有 用 的 .它们 是 从 式 人 .2.26) 求 出 来 的 


fy *& gi) (7.2.50) 
£ 


gp 3 £5 gi 
2g  2\U+ G^ U c. (7.2.51) 
2p L5 | yt 2t 
oe" alU  210« G^ Ua) 2.52) 
oT zf si z 4§ )] 
口上 E U 2 U + Ce U- C, 


(7.2.53) 


7.2.4 区 ;的 物理 含义 

这 里 ,以 二 方向 边界 上 的 特征 变量 P 为 例 来 说 明 Z 的 物理 
"x. 

为 简单 想见, 在 Cartesian ABER FR Cay, zz) 中 来 讨论 这 个 问 
题 。 此 时 有 

£ x, 94-7y, =z (7.2.54) 
于 是 式 (7.2.42) 一 式 (7.2.46) 和 式 (7.2.48) 分 别 被 简化 成 
e + L st + £8) + #§]= 0 


C 
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EH _ l (qq _ pty = 
de 2g 3 gi 0 
ao ye = 

3, 43-90 

Iw o: 

3t +Z = 

a3 1... e" 
DESICIEEEUEE 
as 1 yg 

ar (y= Der c9 

由 此 易于 得 到 

Fu 1 op _ t zÈ 

at par pc! 

3u 1 3p — 

dt gc at ~ pe 3 

Jv _ qr 

at £3 

dw _ we 

at Td 

20 125 | 1l, 

ap dar ut? 

另 一 方面 ,此 时 式 (7.2.26) 被 简化 为 
ap du 
B — 
Fi = (a (22 2r 
a 2 
"TN 2p -z) 
#5 «(c à: ax 
d 

EH xx 

fL ETE 2u 
I$ = (z + e) [Š + ax 


由 此 易于 得 到 


(7.2.55) 


(7.2.56) 


(7.2.57) 


(7.2.58) 


(7.2.59) 


331 


l pe (2 1 22) 
wt =— (wu — 6) az ær (7.2.60) 
_ lye (z 1 22 | ; 
aY =- ulga iaz (7.2.61) 
ee 2v 
- Zi =- zu (7.2.62) 
-2 (7.2.63) 
4 ax .2. 
-y$ =- (24 122) 
< 三 一 (zz + c) Br xz (7.2.64) 
今 定义 
Jı 5u -[2 (7.2.65) 
pc 
Jı =e - =: (7.2.66) 
c 
J; =v (7.2.67) 
J =u (7.2.68) 
Js =u Je (7.2.69) 
在 均 箭 运 动 的 情况 中 ,密度 p 和 声速 。 都 是 压力 p 的 确定 的 
函数 ,于 是 有 
at, au 189p A, Ju 195 
at te Oe” dr dr pe ag (7.2.70) 
2 99 192p Ih 293p 129p 
9t at c Ot” ar ar cx (7.2.71) 
dt at peas’ Ox Ax + "ER (7.2.72) 
由 式 (7.2.55) 一 式 (7.2.72) 可 得 
IJ, af, _ 21, los. 
3, 53053 x79 (7.2.73) 
Af | Əla 9] Lie _ 
3, +425, = op 5343-70 (7.2.74) 
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a}, dJ, _ aj, tL 

3; (i3; 773, 0 (7.2.75) 
dla 2f, _ aJa rë _ 

ar tae Tar TPES 0 (72.70) 
8]; aJs 9375 | Lie 

a, tas ge = Gp t A = 0 (7.2.77) 


由 此 可 见 ,J,(i=1,2,3,4,5) 分 别 沿 着 斜率 为 A (i= 1,2,3, 
4,5) 的 特征 线 上 保持 常 值 ;也 即 J 为 波 速 为 4; 的 特征 波 的 波幅 ; 
而 567 则 分 别 与 对 应 的 特征 被 波幅 的 时 间 变 化 率 成 正比 ,这 就 是 
Ss HOWE A, 


7.2.5 各 类 边界 条 件 的 数学 处 理 

现 仍 以 图 7-1 所 示 的 计算 域 及 各 类 边界 为 例 说 明之 。 

(1) 超声 速 入 流 边 界 

对 于 6=1 处 的 超声 速 人 流 而 言 ,因为 5 个 特征 值 4; 均 大 于 
零 , 故 5 个 特征 波 都 是 进入 波 ,于 是 进口 边界 处 的 全 部 流动 参数 都 
是 被 给 定 的 。 

(2) 亚 声速 人 流 边 界 

XF Esl 姓 的 亚 声 速 入 流 而 言 , 因 为 对 应 于 LELEA 
名 的 4 个 特征 波 是 进 人 计算 域 的 ,而 对 应 于 2 的 1 个 特征 波 则 
是 跑 出 计算 域 的 。 于 是 在 该 人 流 边界 处 .4 PEC uo w,T) 
应 该 被 规定 ,而 密度 o 由 求解 式 (7.2.31) 中 的 第 1 个 方程 得 到 。 

2 是 由 式 (7.2.26) 中 的 第 1 式 用 单 侧 差分 计算 得 到 ;而 
区 一 区 则 是 由 LODI 方程 组 及 规定 的 边界 条 件 而 得 到 的 。 例 
如 ,对 于 在 人 流 边 界 处 规定 u,v, w AT 的 情况 ,由 式 (7.2.43) 及 
式 (7.2.44) 可 得 


gi = £ = og Z (7.2.78) 
由 式 (7.,2.43), 式 (7.2,45) 可 得 
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vize ste = (7.2.79) 


由 式 (7.2.43) 可 得 
2 Baoe 


= 


E= LE Beri + Be - St (7.2.80) 


由 式 {7.2,47) 可 得 
g$ = E aT 

(3) 超声 速 出 流 边 界 

对 于 = Ne 处 的 超声 速 出 流 而 言 ,因为 S 个 特征 值 4f 均 大 
FS , 故 5 个 特征 波多 是 路 出 波 。 于 是 在 出 口 边界 处 不 需 规 定 任 
何 边界 条 件 。 此 时 ,2#(i =1,2,3.4,5) (7.2.26), FE P 
差分 计算 出 来 。 然 后 求解 式 (7.2.31) 即 可 确定 出 流 边 界 处 的 全 部 
流动 参数 。 

(4) 亚 声速 出 流 边 界 

HF £= Ne 处 的 亚 声速 出 流 而 言 ,因为 对 应 于 Z;,2i,21 和 
£$ 的 4 个 特征 波 是 跑 出 计算 城 的 ,而 对 应 于 ?的 1 个 特征 波 则 
是 进入 计算 域 的 。 于 是 在 出 口 边 界 处 应 规定 1 个 量 , 例 如 静 压 po 

此 时 273,25, MLE 可 出 式 (7.2.26) 中 后 4 AS 
分 计算 出 来 ,而 vf ND IR (7.2.46) R HE 69 ui RA FE Ed Sg 


gf =- gf- 2 学 (7.2.82) 


如 果 在 出 口 边界 处 规定 的 是 不 随时 河 变 化 的 静 压 p, , 则 在 时 
间 相 关 边 界 条 件 中 是 这 样 处 理 的 :首先 ,在 初始 时 肇 ,在 出 口 边 界 
处 规定 静 压 为 py; ;然后 要 求 在 随后 所 有 时 刻 均 满足 3pj31 =0。 此 
时 , 式 (7.2.82) 简 化 为 


十 +0 -IMFi + r$) (7.2.81) 


Lf =- 9$ (7.2.83) 
全 部 ZEG =1,2.3,4,5) 都 确定 以 后 .求解 方程 组 (7.2.31) 中 
的 前 4 个 方程 , 即 可 确定 出 流 边 界 处 的 p, u, o Al wo 
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(5) 滑 移 壁面 边界 

SF c= 1 处 的 滑 移 壁面 而 言 , W =0, 只 有 对 应 于 ?的 1 个 
特征 波 是 跪 出 计算 域 的 。 此 时 站 由 式 (7.2.39) 中 第 1 RA 
差分 计算 出 来 ,而 AiAi I 和 应 由 相应 的 LODI 关系 式 及 
规定 的 边界 条 件 确定 。 

AA AL=ah=al=W=0.MU 732i 30 21 6030 e EAS Hi 
列 的 ,但 是 从 式 (7.2.39) 可 见 , 令 Y= =2 SENHER 
是 自治 的 。 

下 面 来 介绍 £i 的 确定 方法 。 原 则 上 , 它 应 由 方向 边界 的 
LODI 关系 式 及 滑 移 壁面 边界 条 忻 来 决定 。 

从 式 (7.2.37) 中 略 去 切 向 导数 项 , 即 可 得 到 《方向 边界 处 的 
LOD] 关系 式 


CU 


3: 

2r EE ZD + Zç RE (Gr DFE- bb] = 0 
2v by 7 a ep _ 

a ag 8 ZD — ee (OSS (K+ eT) = 0 
aw 


z ; g 1 n = 
"EP ZP- yl teh + 98) = 0 


Ps Lives vf) -o 


ot 
由 其 中 的 第 2、3,4 三 个 方程 很 容易 得 到 
aw Be ， 
2: 773 i gF) (7.2.83) 


而 此 时 规定 的 滑 移 壁面 边 田 条 件 是 W = 0, T RET BH 
JURE BOR TE II OY ZOLL IRE BE DU b W =0., 然 后 要 求 在 随后 


BUR RT =o, Tal stCT.2.83) 118 
$e = Zf (7.2.84) 
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全 部 20=1,2,3,4,5) 都 确定 以 后 ,求解 方程 组 (7.2.37)， 
即 可 确定 滑 移 壁 面 处 的 全 部 流动 参数 。 

(6) 远 场 边界 

对 于 《= N, 的 远 场 边界 而 家 ,特征 波 的 传播 方向 是 由 局 部 特 
GE ay 的 符 导 自动 地 决定 的 。 对 于 那些 跑 出 波 的 与 波幅 的 时 间 
变化 率 成 正比 的 & 可 用 式 47.2.39) 中 相应 的 式 子 和 单 侧 差分 计 
算出 来 ;而 对 于 那些 进 人 波 的 45 则 应 由 边界 条 件 来 决定 。 因 为 
远 场 边界 扁 于 人 工 边 界 , 因 此 该 处 的 边界 条 件 应 好 比 没 有 边界 , 意 
即 无 人 为 的 边界 反射 。 于 是 采用 无 反射 边界 条 件 是 适当 的 。 无 反 
射 边 界 条 件 要 求 进入 波 的 波幅 不 随时 间 而 政变 , 它 等 于 说 没有 进 
人 波 。 从 数学 上 说 ,就 是 规定 进入 波 的 2 上 =0。 


归结 起 来 有 
下 
^. |o, à, «0 


(7.2.85) 
全 部 32(i=1,2,3,4,5) 都 确定 以 后 ,求解 方程 组 (7.2.37)， 
即 可 确定 远 场 边界 处 的 全 部 流动 参数 。 


7.3 Navier-Stokes 方程 边界 条 件 的 数学 处 理 


在 前 一 节 中 介绍 了 K. W. Thompson P Xf. Euler 方程 提出 的 
“时 间 相 关 边 界 条 件 "。T,]. Poinsot 和 S. K. Leles 1 把 它 推广 到 
Navier-Stokes 方程 的 情况 ,并 命名 为 Navier-Stokes 方程 的 特征 过 
界 条 件 (NSCBC)。 蒋 莉 等 人 0 把 上 述 工作 从 Cartesian 坐标 系 推 
广 到 任意 曲线 坐标 系 的 情况 。 

NSCBC 的 基本 思想 可 归结 如 下 。 

(1) 对 于 Navier-Stokes 方程 所 规定 的 边界 条 性 的 数目 等 于 
Navier-Stokes 方程 初 边 值 问题 的 着 定性 理论 分 析 所 得 到 的 边界 条 
EWR 
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(2) 对 Navier-Stokes 方程 所 提 的 具体 的 边界 条 件 是 按 如 下 方 
MeN: AA GRELKA ARIF, BHM RASH 
性 有 关 的 边界 条 件 。 

(3) Navier-Stokes 方程 边界 条 件 的 数学 处 理 方法 是 与 Euler 
方程 情形 中 相 类 似 的 。 首 先 , 将 Navier-Stokes 方程 中 的 双 曲 型 部 
分 ( 即 无 黏 部 分 ) 进 行 特征 分 析 , 分 别 得 到 与 三 个 盟 线 坐标 轴 垂 站 
的 边界 外 的 支配 方程 一 一 三 个 坐标 方向 的 收 正 的 Navier-Stokes 
方程 ;其 次 是 确定 8;(i = 1,2,3,4,5) 的 值 :对 应 于 跑 出 波 的 ， 
是 由 它 的 定义 式 并 用 单 侧 差 分 计算 出 来 的 ,而 对 应 于 进入 波 的 Z, 
则 是 由 无 慕 边 界 条 件 及 相应 的 LOD] 关系 式 来 确定 的 ;最 后 ,求解 
边界 处 的 支配 方程 以 确定 该 边界 椒 的 流动 参数 。 只 是 在 最 后 这 一 
26 PA BS ATE A xd. 


7.3.1 Navier-Stokes 方程 
任意 曲线 坐标 系 (&, nw,E) 中 三 维 无 量 纲 守 异型 的 Navier- 
Stokes 方程 可 表示 为 


BO elk - EO ROO - by) = 0 


dt 
(7.3.1) 
AP, ÔÊ, F, 的 表达 式 与 Euler 方程 中 相同 。 
0 0 
£m, + Em. + tex rr + Tye + Mefar 
Ey = $ &ry T Bry + Ety |, Fy = F Was T By T t|, 
Erst btw + Êta hte 十 Ble + fete 
L fr + Egy t Ege | Bae t ly T Pas 


0 
Eust Sra] + OT ex 
E try 十 EyTyy 十 Eu 
Eu. + Ey. + Ut 


£0. + Sa, + Eu. J 
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| 2p gu. | MEN 
Trr AE (4 EI n5 ag 


Reed I2 


2n au at) 
Ty = ABE aE i T * E, at 


. 2 ew, , Pag s> |" 


(E Se + He at bx ae GE + iy a. š, ral 


T a du SE 一 一 十 . ow 
H 
Re 


nm" 
-1 )Ma2RePr ~ 


qe = Ua + UT zy + WT rx 十 


aT 
(s. JE 十 Wr 27 L, bs » 


一 十 
dy = utis + UTy T WT. 


FF _ x 
(y — 1) Ma7RePr 


aT aT aT 
5 a£ T ay u š, ag 


1 4 
gÍ, 7 HT yz + UT ye + Wt. 7 


H X 
(y - 1) MarRePr 


EM REDI 
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aT aT 
(e S aé + He $7 * B. at 
Uu UFL; Cip, 
Ma, = ——— ,Re = P " „Pr = pf 
yR TÍ Hr K, 
C; 
y = C? 
TT 如 于 无 量 网 形式 的 Sutherland HARE 
21485 110.3 
ES 2 
# T T + S’ S = T? 


r 


式 中 上 标 * Ra ARE ,而 下 标 r 表示 参考 值 。 


7.3.2 特征 分 析 

Sx Bir JA, Navier-Stokes 方程 并 不 是 双 曲 型 的 ,因此 对 Navier- 
Stokes 方程 作 特 征 分 析 的 数学 上 的 合理 性 可 能 是 有 争议 的 。 在 这 
里 假说 ,对 于 NavierStokes 方程 而 言 ,其 特征 波 仅 与 Navier-Stokes 
方程 中 的 双 曲 型 部 分 有 关联 。 换 名 话说 ,将 借助 于 与 Euler 方程 
同样 的 方法 来 识别 波 ,并 忽略 与 扩散 过 程 有 关 的 波 。 

来 用 与 推导 方程 式 (7.2.5) 同 样 的 方法 可 得 到 任意 曲线 坐标 
CE, p COUR IRIS IE BOE SCIO Navier-Stokes 方程 


29 , gp (9E 2P 26) 


836 Ən a 
,iffk, aF, De 
JP x 2; * 2 )= (7.3.2) 
它 可 被 改写 成 如 下 非 守 恒 的 形式 
DERE SEE (7.3.3) 


APERE AS 与 式 (7.2.7) 中 所 表示 的 相间 ,而 C^ 的 表示 式 为 
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[.. 2 a 3v aw do 
V 36 pn 55 + wart Te 3, jew + 


an 29 ac 
olf. ae + & op + VIsl 
VIS ota, A dg ge + vis 
ce - vj? "ES or^ be, VISS 
ve ! ES ! ot ot ae + VISA | 
Vine [ws * 50 te Ge) E 4 
AREA bor t. Se |e viss | 
(7.3.4) 


因为 ,此 时 的 矩阵 A, & Euler 方程 中 的 完全 相同 ,因此 A; 的 
特征 值 AP. EPG i? ACP TE BEEF L :特征 变量 5a; 
等 都 与 Euler 方程 情形 中 的 对 应 物 完全 相同 。 

EEF £ 轴 的 边界 处 的 支配 方程 一 一 £& jy I] ë IE BY Navier- 
Stokes 方程 为 


an ug 3p 
+ mn, = Wo + 
ag) 53g T By ag 


9p. gay? du 
ap th ay Ahan 


e(t Set Gop + 6 Se) VISI = 0 


` E 
ap du 


au E Ou 1 b _ 

2: + d; 十 Yay t p 34 Wagt pt ay * VIZ = Ü - 
9v "1 dy 1 op ðv 1, 9 多 _ 

a, t È ME pha, * "ap^ CUT 
aw dw | 1 293p, w? 


v ; 2 + VIS4 = 0 
dy p" ay ag its 
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3p ap du U dap 2p 
2b edis Vae ero nes t eo, t ao] V * 
d d d 
vo(&. 5s + 5p + 3n VISS = 0 
(7.3.5) 


式 中 ,df (i = 1,2,3,4,5) HA (7.2.30) 中 相应 式 子 决定 ,而 
Ei 二 1,2,3,4,5) 由 式 (7.2.26) 中 相应 式 子 涩 定 


VIS1 
VIS2 JÈ T 26 
> — pl v v UM 
visa|- je" [3e eon oc] (7.3.6) 
VISA 
VIS5 


式 中 ,矩阵 PCIIXOAXUSGRO.2.4). 
完全 类 似 地 可 得 到 垂直 于 ? 轴 边 界 处 的 支配 方程 一 y HA 


修正 的 Navier-Stokes 方程 如 下 


gp 3p au ay aw 3p 
c + + 
etait W SË ol Se + ear C Ge] + U ae 


av dv | 1, 95 | 9v, 1, op -a L 
ap 3 * Wap t gba tU ts + VIS3 = 


i d, 
neg aga w? ade OP, pew, le Ë + VIS4 = 
p 9t e 


ap ap au ay aw ap 
DEBA t eat 6 TE NT + 


Ju ay dap u 
yp |, Ge + & Ge + E Ge J+ VISS = 0 


(7.3.7) 
st dIG 21,2,3,4,5) Bis (1.2.33) PE CT RE. HY! 
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(i71,2,3,4,5) Hx5 (7.2.34) PHAR FRE , 
AFC 轴 的 边界 处 的 支配 方程 一 一 方向 收 正 的 Navier- 
Stokes 方程 为 


9p og Jp Ju az 了 tb 3p 
3, Hh CUL ML 25]* Use" 
Ju 
ol & DXX EE 26 )* VISE = 0 
au L dp du 1. op 
EP + db + Ust pha,’ Ue "nz ae + 12 = Ü 
du 1 2p av | 1, 9p _ 
x taja vi x "ER U 3 & gg t VIS3 = 0 
aw. gt 3w 1 ap aw l. op _ 
a, d Vt pay ae * Qe gg t VI = 0 
ap b ay aw Ip 
3; LI IDEE T aq |t U get 
2 a a 
zp [ aeti gete o VISS = 0 


(7.3.8) 
AP, df(i=1,2,3,4,5) 8H (7.2.38) PHM t T RE, $F 
(171,2,3,4,5) BR(7.2.39 PHRF RE, 


7.3.3 Z, 的 确定 与 LODI 关系 式 


这 方面 的 内 容 与 Euler 方程 情形 中 完全 相同 , 故 式 (7.2.42) 一 
式 (7.2.53) 在 Navier-Stokes 方程 情况 中 仍然 成 立 。 


7.3.4 各 类 达 界 条件 的 数学 处 理 

仍 以 图 7-1 中 所 示 的 计算 域 及 各 类 边界 为 鲍 说 明之 。 

(1) MPRA PI 

对 于 上 = 1 处 的 超声 速 人 流 而 言 ,因为 5 PEA A10: 1, 
2,3,4,5) 均 大 于 零 , 故 5 个 特征 波 都 是 进入 波 。 于 是 在 进口 边界 
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处 ,全 部 流动 参数 都 是 被 给 定 的 。 

(2) 亚 声 速 人 流 边界 

对 于 上 =1 处 的 亚 声速 和 人流 而 言 ,因为 对 应 于 1.71.01 和 
$$ 的 4 个 特征 波 是 进入 滤 , 而 对 应 于 Si 的 1 个 特征 波 是 跑 出 
波 。 于 是 在 该 人流 边 界 处 应 规定 4 个 无 黏 边 办 条 件 ( 例 如 ,规定 
u,v, w, T4 个 量 ) ,而 根据 Navier-Stokes 方程 初 边 值 问题 的 适 定 
性 ,该 处 要 求 规 定 5 个 边界 条 件 ,于 是 补充 TARER GR AR FF 


WAN, Ces, ÉT t ETa) -0). 


此 时 ,9 了 由 式 (7.2.26) 中 的 第 1 式 用 单 侧 差分 计算 得 到 ;而 
2 和光 分 别 由 式 (7.2.81) , 式 (7.2.78) 557.2. 79) 
式 (7.2.80) 确 定 。 . 

密度 o 由 求解 式 (7.3.5) 中 的 第 1 个 方程 得 到 。 但 此 时 应 考 
虑 到 上 述 1 个 与 黏 性 有 关 的 边界 条 件 , 它 可 能 使 所 求解 的 边界 处 
的 支配 方程 得 到 一 定 的 简化 。 

(3) 超声 速 出 流 边 界 

对 于 £= Ne 处 的 超声 速 出 流 而 言 ,内 为 5 P TEREfR ATG = 1, 
2,3,4,5) 均 大 于 零 , 胡 5 个 特征 波 均 是 跑 出 波 。 于 是 在 出 口 边界 
AES EE TEIG X AE EE LT S Navier-Stokes 方程 初 边 值 
问题 的 适 定 性 ,该 处 要 求 规定 4 个 边界 条 件 ,因此 需要 规定 4 个 与 


Rite AK dg ib 9. A MEL NI in. os Cer + Er + En =0, 


d a E 
ag o * EyTyy + £c.) 一 03g Cer 十 FN 十 £r.) =0, AE ET 


(8,45 十 £g, 十 £4.) -0j. 

et, 6 (i =1,2;3,4,5) 可 由 式 (7.2.26) 中 相应 式 子 用 单 侧 
善 分 计算 出 来 。 然 后 在 考虑 到 上 述 4 个 与 条 性 有 关 的 边界 条 件 的 
前 提 下 求解 方程 组 (7.3.$), 即 可 确定 该 出 口 边 界 处 的 全 部 流动 参 
数 。 

(4) MF P3 PE H LL PL 
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xT £= N, 处 的 亚 声速 出 流 而 言 ,对 应 于 23,242 T Z$ 的 
4 个 特征 波 是 跑 出 臣 ,而 对 应 于 Zí 的 ] 个 特征 波 是 进入 波 。 于 是 
在 出 口 过 界 处 应 规定 工 个 无 黏 边 界 条 件 (例如 ,规定 出 口 边 界 处 的 
BA p, 或 者 规定 无 限 远 处 的 压力 p. ) 。 而 按照 Navier-Stokes Jr 
Tti vie IR EL EXE TE EK GE 4 个 边界 条 件 ,因此 需要 补充 3 


个 与 忒 性 有 关 的 边界 条 件 [例如 ,3E(&ry + ty + Ery) = 0, 


ag ete t Btn + En) - 0D X az Ca, + ay + Ea) 70). 
Hab. § Ai EE 和 和 可 分 别 由 式 (7.2.26) 中 的 后 4 式 计 
算出 来 ;而 汪 则 是 由 无 黏 边 界 条件 与 相应 的 LODI XARA. 
若 无 黏 边界 条 件 是 规定 出 口 边 界 处 的 压力 p( 称 为 亚 声 速 有 
反射 出 流 边 界 条 件 ) , 则 从 式 (7.2.46) 可 得 


: d 
sf = L$ -2 (7.3.9) 


若 无 黏 边界 条 件 是 规定 无 限 远 处 的 压力 pus (RC ERE EG 
反射 出 流 边 办 条件) Is! 

区 = Klp - pe) (7.3.10) 
step, K=o6(1 - Mat el L, BRE Ma max TB PARA Mach 
JR LL 是 求 解 域 的 一 个 特征 长 度 ,o 是 一 个 常数 。 边 界 条 件 式 
(7.3.10) 对 于 一 维 问 题 是 精确 的 无 反射 的 ,但 在 多 维 问 题 情况 中 
并 不 是 精确 的 无 反射 的 ,实际 上 不 是 以 正人 射 到 达 边 界 的 波 并 不 
完全 透 过 边界 ,而 会 导致 微小 程度 的 反射 ,但 仍然 能 抑制 数值 振荡 
并 保证 适 定性 [ 引 。 

AR IC =1,2,3,4,5) 确 定 后 ,对 于 在 出 口 迎 界 处 规定 压力 
的 情况 ,求解 式 (7.3.5) 中 前 4 个 方程 并 考虑 到 上 述 3 PHBE 
有 关 的 边界 条 件 ,就 可 确定 该 边界 处 的 p,z,m 和 ww。 而 对 于 规定 
无 限 远 处 压力 p. BJ 80 , 则 须 求 解 式 (7.3.5) 中 全 部 5 个 方程 并 
考虑 到 上 述 3 个 与 血性 有 关 的 边界 条 件 , 就 可 确定 该 边界 处 的 全 
部 流动 参数 。 
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(5) SE Foe EE SE II 

HF £= 1 A Si XP aE IM AG <0,a5 = A3 = Aš = 
O,AE>O. IKE RE 4 F 55 Phi KOS BOIS PE SR fE B < = o = z = 
Ü,T,- = Tols g), ESD Navier-Stokes 方程 初 边 值 问题 适 定 性 
要 求 的 边界 条 件数 自 一 致 。 f 

对 应 于 OZ 的 特征 波 是 跑 出 法, 故 VI 由 其 定义 式 (7.2.39) 中 
A LRM BSR MK, Mii vps 则 应 由 边界 
条 件 及 相应 的 LOD 关系 式 确 定 。 

方向 的 LODI 关系 式 可 从 式 (7.3.8) 中 略 去 黏 性 项 及 切 向 
导数 项 后 得 到 


3 trl... 
GSS au (7.3.11) 


m E ZD + BE gp SS + DFi- CEG) = 0 
(7.3.12) 
du 1 ) » 
ar "gg eeTi-0Oi + 2)" F] =0 
(7.3.13) 
2 
at Tax gittis 5691]-20 (7.3.14) 
ap ot te 
Set ge + D =0 (7.3.15) 


Fh (7.3.11) 025 (7.3. 15) uf iB 


» un 30 -DGEeyD] (7.3.16) 


在 NSCBC 中 要 求 在 初始 时 刻 适 当地 在 物 面 边 界 上 规定 :在 
£-CiHb.u-v-iu-0;ÀET-T.G, n ,然后 要 求 在 随后 所 
有 了 时刻 邦 满足 


du du dap aT 
at ae at ae 


0 
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由 式 (7.3.12) 和 式 (7.3.14) 可 得 


du 


PF m p oe e. at = 0 
出 式 (7 .3.13) 和 式 人 47.3.14) 可 得 


due du 


YF = bs £ Fr TI 


再 由 式 (7.3,12) 易 得 
ZË = >f 


由 式 (7.3.16) 可 得 
L$ = Fy - DEH ED 


全 部 XP(i=1,2,3,4,5) 确 定 后 ,求解 式 (7.3.8) 中 的 第 1 个 
方程 , 即 可 确定 该 壁面 边界 处 的 密度 p ,从 而 全 部 流动 参数 都 可 被 
求 出 。 

(6) 无 洽 移 绝热 壁面 

对 于 《= 1 处 的 无 滑 移 绝热 壁面 而 言 ,i<0, 邓 = A = ah = 
0,3520. ERRE 3 个 与 黏 性 无 关 的 条 件 :z 一 b+ 一 如一 0 及 1 个 
SRA RMSE = 0。 它 正好 与 Navier-Stokes FAHAM 
问题 的 适 定性 所 要 求 的 边界 条 件 的 数 日 相符 。 

对 应 干 ZI 的 特征 波 是 跑 出 波 , 故 2 由 其 定义 式 (7.2.39) 中 
的 第 工 武 用 单 侧 差分 计算 出 来 。 而 4 EE FUE 则 应 由 边界 
条 件 及 相应 的 LOD] 关系 式 确定 。 

与 等 温 无 滑 移 壁面 倩 况 相同 ,可 得 


了 和 = 
xi-0 
Sici 
剩 下 的 问题 是 如 何 确 定 7i? 由 式 (7.2.39) 可 解 得 
ap _ 工区 -ff 
ag 2 wig wa (7.3.17) 
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\] 7.3.18) 


2p 1 Ë 1 | £8 + LF 
2 W 2\W+CO W - C, 
由 此 可 得 
Z _ £ y 
or - Z|- z ^ (m eel 
(7.3.19) 
HATAREE EMA TE =0,W=0, H bi 
A i= ,于 是 由 式 (7.3.19) 可 得 
2 了 = 0 
全 部 xi=1)2,3,4.5) 都 确定 后 ,求解 式 (7.3.8) 中 的 第 1 
个 和 第 5 个 方程 即 可 求 出 该 壁面 边界 处 的 o M po 
(7) 远 场 边界 
MF CAN, 的 远 场 边 界 而 言 , 诸 特 征 波 的 传播 方向 是 由 局 部 
特征 值 AP 是正 还 是 负 自 动 地 决定 的 。 对 应 于 跑 出 波 的 4 可 用 
式 (7.2.39) 中 相应 的 式 子 和 单 侧 差 分 计算 出 来 ;而 对 于 那些 进 信 
BY? ,根据 无 反射 边界 条 件 应 规定 它们 等 于 零 ,于 是 有 
"m oe 中 相应 式 子 决定 ， A > 0 
0, A; < 0 
全 部 75(i=1,2,3,4,5) 都 确定 以 后 ,求解 方程 组 (7.3.8), 即 
可 求 出 该 远 场 边 界外 的 全 部 流动 参数 。 


第 8 章 网 格 生成 技术 


zi 


8.1 5| 


我 们 知道 , 许 许 铬 多 各 式 各 样 的 流体 力学 问题 可 以 归结 为 仿 
.微分 方程 的 定 解 问题 。 数 值 求解 山 微 分 方程 的 定 解 问题 首先 要 将 
求解 域 离散 成 点 或 徽 元 体积 (单元 ?的 集合 ;然后 在 此 集合 内 构造 
一 个 代数 方程 组 以 逼近 和 欲求 解 的 偏 微分 方程 组 及 其 定 解 条 件 ; 最 
后 求解 此 代数 方程 组 以 获得 一 组 离散 值 ,它们 逼近 原 仿 微分 方程 
组 定 解 问题 在 整个 求解 域内 的 解 。 

如 何 将 求解 域 离散 成 适当 的 点 或 微 元 体积 的 集合 ,这 就 是 网 
格 生成 技术 所 需 记 研究 的 问题 。 


8.1.1 网 格 生成 技术 的 发 展 历史 

计算 流体 动力 学 (CFD) 创 建 之 初 ,由 于 当时 计算 机 条 件 较 现 
在 要 落后 得 多 ,一 是 计算 速度 慢 , 二 县 计算 机 内 存 小 ,三 是 计算 机 
与 用 户 的 界面 很 差 ,因此 只 能 求解 一 些 极 为 简单 的 模型 问题 ,对 网 
格 生 成 技术 的 要 求 不 高 ,一 般 用 简单 的 代数 解析 方法 就 可 生成 这 
些 模 型 问题 的 网 格 。 

随 着 计算 机 技术 的 迅 狂 发 展 ,计算 机 的 运算 速度 成 几何 级 数 
增长 ,计算 机 的 内 存 也 极 大 地 扩大 ,而 有 旦 计算 机 的 输入 输出 设备 较 
之 当初 有 了 本 质 的 发 展 ,特别 是 近 十 年 内 义 出 现 了 大 规模 的 并 行 
计算 机 ,这 使 得 CFD 工作 者 可 以 研究 大 型 的 三 维 复 杂 流 动 问题 。 
复杂 问题 的 含义 之 一 是 指 流 场 边界 的 复杂 性 。 这 种 复杂 性 迫使 
CFD 工作 者 发 展 相 应 的 网 格 生 成 技术 。 
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午 成 一 个 计算 域 的 网 格 有 两 层 会 义 : 其 一 是 要 在 计算 域内 分 
布 适当 的 点 的 集合 ;其 二 是 要 建立 这 些 点 之 间 的 美 联 信息 ,这 和 样 才 
便 半 有效 地 进行 信息 的 储存 和 和 取 用 。 建 立 这 种 关联 信息 的 最 简单 
方法 是 采用 所 谓 “ 结 构 网 格 ” ,例如 规则 的 矩形 网 格 ,在 每 一 个 方向 
上 定义 一 个 “指标 "(1 ,J ,长 }。 通 过 指标 的 增 减 可 以 很 快 确立 网 
格 点 间 的 邻近 关系 。 的 确 , 在 CFD 发 展 之 初 , 人们 采用 的 正 是 这 
种 规则 的 和 矩形 网 格 。 

由 于 研究 问题 外 形 的 复杂 化 , 抑 形 网 格 已 不 能 模拟 曲面 边界 ， 
为 此 ,CFD 工作 者 发 展 了 贴 体 的 曲线 坐标 网 格 。 通 过 曲线 坐标 系 
到 直角 坐标 系 的 变换 ,将 物理 空间 的 曲线 坐标 网 格 变换 为 计算 空 
间 的 矩形 网 格 ,得 到 一 个 规范 化 的 计算 域 ,从 而 在 规范 化 的 计算 域 
中 可 以 用 一 个 统一 的 程序 来 求解 ,由 此 可 以 编制 通用 的 计算 软件 。 

对 于 多 体 或 多 部 性 的 三 维 复杂 组 合体 问题 ,统一 的 (或 单 块 
的 ) 贴 体 网 格 已 不 能 油 足 需求 。 为 了 克服 上 述 困难 ,在 20 世纪 80 
年 代 初 期 相继 出 现 了 多 种 分 块 网 格 技 术 '!1, 如 :组 合 对 接 网 格 
(composite grids, Æ 8-1(a))、 搭 接 网 格 (patched grids, (图 8-1(6)) 
HEA RH overlapping or chimera grids, {图 8-1(c)) « 

EUR FER M LF 20 世纪 80 ERRA J.L. Steger 等 人 2 的 开创 性 


十 十 十 = ++ 
十 十 二 十 十 十 十 十 十 二 十 tee tes 
十 十 十 十 十 十 十 十 十 十 上 十 1 十 二 二 二 二 十 


(a) (A) (c) 


图 8-1 三 类 分 块 风格 
(a) 组 合 对 接 网 格 ; HER: (ORRA, 
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工作 。 其 基本 思想 是 :对 复杂 外 形 的 每 一 部 分 生成 贴 体 网 格 ,各 部 
分 之 间 存 在 -- 定 的 区 域 重合 ;在 计算 过 程 中 ,通过 不 断 的 数据 插值 
交换 更 新 各 部 分 重 受 区 的 边界 值 ,进而 求 得 全 流 场 解 。 重 释 网 格 
已 被 成 功 地 推广 应 用 于 三 维 复杂 外 形 绕 流 计算 。 但 是 其 本 身 仍 有 
一 些 不 足 之 处 。 首 先 , 重 到 区 数据 的 揪 值 精度 直接 影响 计算 结果 
的 精度 和 收敛 性 。 目 前 常 采 用 的 是 所 谓 三 线性 插值 。 在 大 梯度 区 
域 用 线性 捕 值 显 然 不 能 满足 要 求 ,而 复杂 流动 的 物理 重大 梯度 区 
域 往往 事先 无 法 确定 , 重 肆 区 内 出 现 物理 量 大 梯度 变化 是 极 有 可 
能 的 。 其 次 , 重 登 网 格 间 的 通 量 守恒 性 难以 严格 保证 。 

组 全 对 接 网 格 -3 和 搭 接 网 格 凡 产生 于 重 到 网 格 之 前 。 它 们 
的 基本 思想 是 : 先 将 整个 计算 域 分 割 成 几何 形状 简单 的 子 域 ,然后 
在 各 子 域内 生成 结构 网 格 。 这 种 方法 能 在 各 子 域内 生成 高 质量 的 
PR ,其 不 足 之 处 在 于 子 域 间 的 连接 处 理 比 较 困 难 。 对 于 组 合 对 
接 网 格 ,各 子 域 交界 面 上 的 网 格 节点 要 求 重 合 ,这 必然 会 影响 交界 
面 处 的 网 格 质 量 ; 对 于 措 接 网 格 ,同样 存在 重 营 网 格 中 的 插值 和 通 
基 守 恒 性 的 问题 。 另 外 ,对 于 三 维 复 杂 外 形 ,划分 的 子 城 可 能 上 百 
个 ,合理 处 理 各 子 域 间 的 边界 就 变 得 非常 繁琐 ,往往 需要 付出 大 量 


的 手工 劳动 。 
到 20 titi 80 年 代 中 ,后 期 ,CFD 工作 者 开始 尝试 采用 非 结 
构 网 格 (一 般 在 二 维 时 为 三 角形 ,在 三 维 时 为 四 面体 )。 非 结 


构 网 格 最 早 来 源 于 固体 力学 的 有 限 元 结构 强度 计算 , 较 之 结构 网 
格 , 它 共有 以 下 显著 的 优点 :一 是 它 舍 去 了 网 格 节点 间 的 结构 性 限 
制 , 节 点 和 单元 的 分 布 是 任意 的 ,因此 它 具 有 优越 的 几何 灵活 性 ， 
适应 于 离散 任意 复杂 的 几何 外 形 ; 二 是 其 随机 的 数据 结构 非常 利 
于 进行 网 格 自 适 应 。 由 于 上 述 独 特 的 优点 , 非 结 构 网 烙 技 术 信 和 受 
关注 ,各 种 非 结构 网 烙 自 动 生成 方法 应 运 而 生 。 由 于 网 格 生 成 过 
程 中 ,各 种 方法 均 采 用 一 定 准 则 进行 优化 判定 ,因而 能 生成 高 质量 
的 网 格 , 且 很 容易 控制 网 格 的 大 小 和 节点 的 蚊 密 。 一 旦 确定 边界 ， 
则 在 计算 域内 可 以 自动 生成 网 格 ,无 需 分 块 或 人 为 干预 。 

尽管 非 结构 网 格 上 共有 上 面 介绍 的 无 比 优越 性 ,但 是 它 往 往 需 
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XE 382 ZŠ PERI K AW E BRL TEE BL PS EE 5s BAEK BITE. CPU 时 间 。 
为 了 克服 非 结构 网 格 需要 大 量 的 计算 机 资源 的 不 足 , 近 年 来 许多 
CFD 工作 者 尝试 将 结构 网 格 和 非 结构 网 格 相 混合 ,形成 所 谓 混 合 
网 格 方 法 2。 这 样 一 方面 发 挥 非 结 构 网 格 的 优势 ,可 以 离散 复 
杂 的 计算 域 ,具有 可 自 通 应 性 ; 另 一 方面 又 可 节省 计算 机 资源 , 达 
到 事半功倍 的 效果 。 混 合 网 格 技术 将 是 末 来 网 格 技术 发 展 的 必然 
趋势 。 


8.1.2， 流 场 计算 对 网 格 的 基本 要 求 

用 数值 方法 得 到 的 离散 解 能 否 比 较 满意 地 逼近 原 偏 微分 方程 
组 定 解 问题 的 解 ,不 仅 取决 于 对 原 偏 微分 方程 组 所 采用 的 离散 化 
方法 { 即 内 点 计算 格式 ) 及 边界 条 件 的 离散 化 方法 ( 即 边 界 点 计算 
格式 ) ,而 且 还 取决 于 离散 点 的 分 布 情况 。 

例如 , 当 用 差 商 来 求 导数 的 近似 值 时 ,在 某 一 点 处 的 导数 近似 
值 的 精确 度 不仅 取 决 于 所 采用 的 差 商 表达 式 ,还 与 该 离散 点 本 身 
的 位 置 以 及 邻近 离散 点 的 分 布 情况 有 关 。 今 以 一 维 函 数 $ = 
g%(z) 为 例 说 明之 。 如 果 对 自 变量 x 取 步 长 为 Ar 的 均匀 间隔 ,并 
Fich O22 RIE A x = z, 处 的 一 阶 导数 , 则 有 


(W) = As aan es] a (A.D 


若 用 上 式 右 端 第 一 项 (中 心 差 商 ) 作 为 一 阶 导数 的 近似 ,那么 上 式 
右 端 第 二 项 以 及 以 后 各 项 之 和 即 为 截断 误差 。 显 然 ,此 截断 误差 
的 大 小 与 网 格 点 x = x, 的 位 置 以 及 步 长 A&z 有 关 。 若 #(z) 代 表 
某 一 流动 参数 分 布 , 则 在 流动 参数 变化 剧烈 的 区 域 ($jdzx;) 的 绝 
对 值 可 能 很 大 ,因此 ,为 了 保证 一 定 的 计算 精度 就 要 求 采 用 很 密 的 
网 格 。 如 果 对 整个 流 场 采用 均匀 网 格 ,那么 就 会 有 很 多 计算 点 ,从 
而 需要 很 大 的 计算 机 内 在 以 及 很 多 的 计算 机 时 。 因 此 ,大 们 希 请 
研究 出 这 样 一 种 网 格 生成 技术 , 它 能 在 流 场 参数 变化 大 的 地 方 生 
成 较 密 的 网 格 , 而 在 流动 参数 变化 平缓 的 地 方 生成 较 黎 的 网 格 。 
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这 种 网 格 生成 技术 既 可 以 保证 所 需要 的 计算 精度 ,同时 还 达到 了 
节省 计算 机 内 存 和 计算 机 时 的 目的 。 

田 外 ,一 般 说 来 ,许多 流体 力学 实际 问题 的 边界 几何 形状 是 非 
常 复杂 的 。 要 得 到 高 精度 的 解 ,边界 条 件 处 理 本 身 应 保证 适当 的 
精度 。 而 在 边界 处 理 中 ,往往 有 些 物 理 量 基 通过 插值 方法 得 到 的 。 
插值 的 精度 直接 影响 边界 条 件 处 理 的 精度 ,为 此 一 般 要 求 边界 附 
近 的 网 格 线 尽量 与 边界 面 正 交 ,而 且 在 边界 附近 还 须 保证 一 定 的 
网 格 和 节点 密度 ,过 称 的 网 格 将 导致 计算 精度 的 降低 。 

由 上 述 订 知 ,对 于 数值 求解 偏 微 分 方程 组 的 定 解 问题 而 言 ,网 
阁 点 的 分 布 是 十 分 重要 的 。 在 达到 相同 解 的 精确 上 度 的 前 提 下 , 合 
适 的 阿 格 分 布 往往 可 以 大 大 减少 网 格 点 的 数目 ,从 而 太 大 节省 所 
需要 的 计算 机 内 存 和 计算 机 时 。 计 算 经 验 表 明 ,在 某 些 问题 中 ,不 
合适 的 网 格 分 布 还 可 能 导致 计算 过 程 的 不 稳定 或 不 收 和 化 。 这 就 是 
近 二 十 年 来 ,网 烙 生 成 技 术 成 为 计算 流体 动力 学 中 前 消 研 究 课题 
的 主要 原因 之 一 。 

对 于 结构 网 格 而 言 ,从 几何 观点 来 看 ,网 格 生成 技术 实际 是 确 
定 一 个 适当 的 影射 , 它 将 计算 区 域 中 均匀 分 布 的 计算 点 影射 到 物 
理 空间 中 相应 的 网 格 点 上 。 一 般 说 来 ,希望 这 个 影射 能 满足 如 下 
要 求 。 

(1) 此 影射 必须 是 一 一 对 应 的 。 这 个 要 求 是 不 言 而 喻 的 , 因 
为 如 果 影 射 不 是 一 一 对 应 的 ,计算 将 无 法 进行 。 

(2) 此 影射 将 物理 空间 中 不 规则 的 求解 域 影射 为 计算 空间 中 
的 正光 六 面体 ,并 且 将 物理 空间 中 的 各 段 边 界面 分 别 影射 为 相应 
的 计算 空间 中 的 坐标 平面 。 这 就 是 贴 体 坐 标 系 。 

(3) 通 当 计算 空间 中 的 均 句 网 格 往 往 对 应 物理 空间 中 的 不 均 
匀 网 格 。 我 们 要 求 物理 空间 中 网 烙 不 均匀 性 的 变化 是 逐渐 过 渡 
的 ,而 不 是 突然 过 渡 的 。 

例如 ,考察 其 一 个 具有 连续 一 阶 导 数 的 函数 = gx) EE 
Ma =2( 8) AES N x 影射 到 计算 空间 &, 为 了 求 出 didar, Fl 
用 上 述 影射 关系 , 先 在 & 空间 中 计算 出 $8(6) 及 d#$jdz, 然 后 再 利用 
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dz da/dé 

来 计算 déjdx. 一般 说 来 ,出 计算 空间 算出 的 dé/dé 是 连续 的 ,如 
È dzxidé 不 连续 , 则 由 式 (8.1.2) 求 出 的 dgrdz 将 是 不 连续 的 。 
但 康 问 题 中 的 dg/dz 却 是 连续 的 。 之 所 以 会 得 到 这 个 不 可 靠 的 
GRIER BAB HRAK x = x(8) 的 一 阶 导 数 不 连 续 的 隶 故 。 
dr/ds 在 某 一 点 不 连续 意味 着 计算 空间 上 中 的 均 名 网 格 , 对 应 在 
物理 空间 x 的 相应 点 处 网 格 密度 的 变化 太 突 然 ,于 是 导致 该 点 附 
近 的 计算 结果 有 较 大 误差 。 同 样 , 若 问题 中 涉及 某 流动 参数 的 二 
阶 导数 ,如 d2gjdx:, 则 要 求 影射 关系 式 x = zf 的 二 阶 导数 是 连 
续 的 ,等 等 。 这 就 是 物理 问题 对 影射 关系 式 的 要 求 。 

另外 ,即使 影射 关系 式 是 足够 光 清 的 ,影射 关系 的 不 均匀 性 ， 
例如 一 维 问题 中 的 dride const, th SA SE BRE RR. S 
说 明之 。 设 q(O)E— T E BE 3638 B 4 XR ee L OR EL OA 
SENSIS Ox eA) <1, MESA EIER ded x Mt 
算 堂 标 上 间 的 影射 关系 为 

r= q(8/N) (8.1.3) 

其 中 & 取 0,1,2,…,N。 我 们 知道 ,在 均匀 网 格 下 ,用 中 心 差分 计 
算 一 阶 导 数 时 ,其 精度 为 二 阶 , 即 截断 误差 和 步 长 的 二 次 方 成 和 
比 , 或 和 网 格 数 N 的 二 次 方 成 反比 。 对 于 不 均匀 网 格 , 需 要 研究 
两 个 问题 :一 是 在 网 格 分 布 规律 确定 的 情况 下 { 即 函 数 OORE, 
随 着 网 格 数 的 增加 ,截断 误差 如 何 变化 ;二 是 在 网 格 数 不 变 的 情况 
下 ,不同 的 网 格 分 布 对 截断 误差 有 什么 影响 。 

现 以 一 维 函 数 f(x) 的 一 阶 时 数 六 WDE ERI. f, 
在 计算 治标 £ 中 的 表达 式 为 — 


f, = felre (8.1.4) 
假设 z, 可 由 解析 式 进行 计算 ,而 f, 采用 中 心 差分 来 计算 , 则 有 
f, = Ga = fiaM2 ni Ti (8.1.5) 


其 中 T, 为 截断 误差 ,易于 得 到 
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因为 f X< 的 各 阶 导 数 与 网 格 分 布 无 关 , 因 此 不 是 直接 由 式 
(8.1.6) 中 对 的 各 阶 导 数 来 估计 截断 误差 ,而 是 将 它们 变换 为 
Jf x 的 导数 之 后 再 进行 分 析 。 由 式 (8.1.4) 得 
fe = xf; . (8.1.7) 
将 上 式 逐 次 对 & 求 导 , 可 得 
fe = teh. refr 
fae = Leafy + 3zeraf,, + rius (8.1.8) 


由 此 可 见 , fsse 的 表达 式 中 每 一 项 均 包 含 着 对 & 的 三 次 求 导 。 这 个 
结论 对 于 更 高 阶 的 导数 也 是 成 立 的 , 例 旭 六 se 的 表达 式 中 每 一 项 
均 包 含 着 对 & 的 五 次 求 导 。 
由 式 (8.1.3) 可 得 
z = qUN 
xg q'IN2 (8.1.9) 


ra = q iN? 


由 此 可 知 , fac 1/NT 成 正比 ,而 fuss 1/N? 成 正比 。 因 此 截断 
误差 T 的 主要 项 是 式 (8.,1.6}) 的 右 端 第 一 项 , 即 


_l lae ol 
f. 2 fuf. 6 Via = 


lf lg”, la los 
vl 6 gF 2 qf 6 q fae (8.1.10) 


BJ BL ,此 时 截断 误差 仍然 和 LN? 成 正比 , 意 即 对 于 不 均匀 的 网 
格 ,用 上 述 中 心 差分 计算 一 阶 导数 f. 时 仍 具 有 二 阶 精 度 。 

式 (8.1.10) 右 端 第 三 项 即 为 通常 的 均匀 网 格 中 截断 误差 的 信 
计 式 ,而 会 re 和 ze 的 项 和 网 格 分 布 的 不 均 扩 性 有 关 , 故 这 两 项 
就 是 由 于 网 格 分 布 的 不 均匀 性 导致 的 附加 截断 误差 。 
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Eve ,数值 计算 的 经 验 表 明 , V. 21 Ta SE TE H1 fa HE 3: S E, WJ 
相 邻 网 格 尺度 的 比值 应 该 小 于 2. 
(4) 物理 空间 中 的 网 格 应 尽 可 能 正 交 或 接近 正 交 ,因为 正 交 
性 差 的 焉 斜 网 格 往往 会 带 来 较 大 的 计算 误差 。 今 举例 说 明之 。 考 
察 如 下 坐标 变换 
E = xrfeosé, Ņ = y- rtanü (8.1.lla) 
x = Ecos@, y = yt Esind (8.1.11b) 
其 中 f= const。 物 理 平面 (x ,y) 与 计算 平面 (&,w) 上 网 格 间 对 应 
关系 的 示意 图 示 于 图 8-2 中 。 


(a) (5) 


图 8-2 计算 平面 和 物理 平面 上 的 网 格 
(a) 计 算 平面 上 的 网 格 ; (6) 物 理 平面 上 的 网 格 。 

由 上 图 知 , 当 9=0 时 ,计算 平面 上 的 微 元 矩形 网 格 对 应 的 物 
理 平面 上 也 是 正 交 的 ; 当 # 愈 接近 rf2 , 则 对 应 在 物理 平面 上 的 网 
RENATE. SHER IERS Fx yo P RERO 19.x ,有 

af | of df , 9f 9 
a, 7 TER e (8.1.12) 
st (8.1. 11a) 40, 24. 0— a2 at, 2 2$ oe e LLLA 因此 从 式 


{8.1.12) 知 , 当 8 接 近 于 xj2 err se HE Kuta X E 
Kaflar 不 会 特别 大, 故 根 据 式 (8.1.12) 来 计算 时 , 它 将 是 两 个 大 
数 ( 指 绝对 值 ) 求 和 时 大 部 分 互相 抵消 的 结果 ,因而 由 此 算出 
9 fi3z 的 误差 可 能 较 大 。 
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还 应 该 强调 指出 ,特别 在 边界 附近 ,网 格 的 正光 或 接近 正 交 使 
得 边界 条 件 的 用 行 更 加 直截了当 和 准确 ,从 而 对 计算 结果 的 精确 
ERA ERKE, 

AS An EE ,由 于 非 线 性 问题 的 数值 求解 往 御 要 进行 选 代 运 算 ， 
计算 实践 表明 , 正 变性 好 的 网 格 往往 选 代 过 程 的 收 敏 也 好 。 

(5) WHER, WTR RENAE eA AULA, 
必须 在 流动 参数 变化 太 的 地 方 分 布 密 网 格 。 在 某 些 问题 中 ,在 求 
解 流 场 之 前 就 大 敏 知道 流 场 的 哪些 区 域 流 动 参 数 变 化 大 。 例 如 机 
梁 的 低速 或 亚 声 速 无 萌 流 问题 中 ,机 细 前 .后 绿 附 近 的 流动 参数 变 
化 比较 剧烈 ;又 例如 高 Re 数 黏 流 中 物 面 附近 的 流动 参数 变化 也 
相当 大 。 因 而 对 于 这 些 问题 来 说 ,我 们 事先 就 可 在 机 杰 的 前 n 
附近 分 布 密 网 格 。 但 是 在 另 一 些 问题 中 ,事先 并 不 知道 流 场 的 哪 
些 区 域 流动 参数 变化 剧烈 ,例如 当 流 场 出 现 激 波 时 ,就 属于 这 种 情 
襄 。 当 应 用 激 波 捕 提 法 对 带 有 激 波 的 流 场 进行 计算 时 ,激流 被 抹 
平 为 在 有 限 儿 个 网 格 内 流动 参数 的 急剧 变化 ,因此 为 了 提高 数值 
解 的 精确 度 , 就 要 求 在 激流 附近 布置 密 网 格 。 然 而 我 们 事先 并 不 
知道 激 波 的 位 置 ,为 此 必须 根据 流 场 解 的 结果 来 自动 地 布 痢 网 格 。 
这 就 是 所 谓 的 自 适 应 网 格 技术 。 

(6) 若 有 可 能 ,一 族 网 格 线 应 尽量 接近 流 线 。 以 上 是 生成 结 
构 网 格 的 一 些 基 本 楼 求 ,当然 其 中 的 一 些 要 求 对 非 结 构 网 格 也 同 
样 适用 。 例 如 网 格 尺度 要 求 光 滑 过 渡 , 网 格 的 形状 要 尽量 正规 ( 结 
构 网 格 要 求 网 格 尽 量 正 交 , 非 结构 网 格 要 求 单元 尽量 为 正三 角形 
或 正四 面体 ) ,网 格 自 适 应 技术 (这 正 是 非 结 构 网 格 的 优势 ) ,等 等 。 
由 于 篇 幅 的 限制 ,这 里 就 不 一 一 详 述 了 。 


8.1.3 网 格 与 计算 格式 精度 的 关系 

让 于 计算 技术 的 提高 和 流 场 解 算 方法 的 进步 , 因 听 复杂 流动 
数值 模拟 的 研究 工作 越 来 越 多 。 计 算 所 采用 的 物理 模型 由 全 速 势 
方程 过 渡 到 Euler Jr ££, X Euler 方程 发 展 色 抛物 化 的 Navier- 
Stokes 方程 ,并 进一步 发 展 为 屋 流 Navier-Stoks Fy Al fl ia FLL 
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型 的 清流 Navier-Stoks FE. ARKAA Baath ep id ds ng Jd Mu 
3€ 2g Sh EE Bit , Pç ENE T: P £ PE DL 89 CETTE Pa. I SEY DL BL 
# ,揭示 未 知 的 流动 机 理 , 并 进而 为 实际 的 工程 应 用 提供 更 如 可 靠 
的 数值 依据 。 在 进行 复杂 黏 性 流 劲 数值 槛 拟 的 过 程 中 ,有 的 文献 
使 用 几 十 万 个 网 格 点 ,有 的 则 使 用 数 首 万 甚至 上 千 万 个 网 格 点 ;有 
的 采用 重合 网 格 或 搭 接 网 格 ,有 的 采用 非 结 构 网 格 。 比 较 其 同一 
复 林 外 彤 绕 流 用 同一 解 算 方 法 ,但 不 同 的 网 格 布局 和 不 同 的 网 格 
点 数 的 计算 结果 ,可 以 发 现 它们 在 分 离 区 , 物 面 拐角 区 或 背风 区 等 
aA ip 36 BS ERE, JP ELTE a EN AR ACE DU xx ic die 
"S rb pé ese EL” VU UH sx 3ll fe] qh a FAL AR AL fh PERS STR zp TT 
算 时 间 " 的 问题 。 关 于 这 个 问题 在 第 5 章 的 5.1 节 中 己 作 过 分 析 ， 
这 里 不 重复 了 。 


8.2 网 和 格 生 成 技术 概述 


两 格 生成 技术 可 以 分 为 三 大 类 , 即 结构 网 格 , 非 结 构 网 格 和 结 
构 / 非 结构 混合 网 格 。 以 下 对 这 几 类 网 格 生成 技术 各 以 简要 概述 。 


8.2.1 结构 网 格 生 成 技术 概述 

结构 网 格 生 成 技术 天敏 训 分 为 如 下 几 种 。 

(1) 代数 方法 

前 面 已 经 指出 ,结构 两 格 生 成 问题 实际 上 就 是 用 适当 的 方法 
生 三 一 个 曲线 华 标 系 ( 计 算 坐 标 系 )。 而 生成 一 个 遇 线 坐标 系 的 问 
是 可 以 归结 为 :根据 计算 空间 中 规则 的 计算 域 边界 上 规定 的 相应 
EE JL AB BR ABE AE aR RW ARS JLB tp (A A. 

当然 ,可 以 根据 计算 域 边界 上 规定 的 简 卡 儿 坐 标 位 用 内 插值 
法 直接 生成 计算 域内 部 币 卡 几 坐 标 值 的 分 布 。 此 种 网 糙 生 成 方法 
称 为 网 属 的 代数 生成 方法 或 简称 为 代数 方法 。 它 主要 是 利用 一 些 
线性 和 非 线 性 的 (例如 多 项 式 或 二 次 样 条 插值 ) .一 维 或 多 维 的 插 
BARRERA. 
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RAE BS ERE Bee fe (8 .计算 工作 量 小 以 及 能 比较 
直观 地 控制 网 格 的 形状 和 密度 。 而 它 的 主要 缺点 如 下 。 

(i) 对 于 复杂 的 边界 形状 ,有 叶 很 难 找到 合适 的 搬 值 函数 和 
插值 方法 。 

(ü) 一 般 说 来 由 于 缺乏 国有 的 平滑 机 制 ,边界 坡度 的 间断 往 
往 会 传播 到 流 场 的 内 部 。 

(2) RATEN 

这 种 方法 是 利用 解析 的 复 变 函数 来 完成 物理 平和 而 到 计算 平面 
的 影射 

保 角 变换 方法 的 主要 优点 是 能 精确 地 保 汪 网 档 的 正 交 性 ,而 
它 的 主要 缺点 和 如下。 

(i) 对 于 比较 复杂 的 边界 形状 ,有 时 难于 找到 相 庶 的 影射 关 
RA» 

Gi) EEA A — HE [B] B8. 

不 过 ,对 于 某 些 三 维 问题 ,有 时 可 以 沿革 一 方向 取 若 干 截面， 
并 对 每 -个 截面 用 保 角 变换 方法 生成 网 格 ,然后 浩 着 重 直 于 截面 
的 方向 采用 相应 的 插值 方法 来 处 理 。 

(3) 微分 方程 方法 

在 这 类 六 法 中 ,物理 空间 坐标 和 计算 空间 坐标 之 问 是 通过 储 
微分 方程 组 联系 起 来 的 。 根 据 用 来 生成 贴 体 网 格 的 偏 微 分 方程 的 
类 型 不 同 ,又 9 分 成 椭 加 型 方程 方法 . 双 曲 型 方程 方法 和 抛物 型 方 
程 方法 。 

me AWAKE MAAK. AAPA AOS BE HEA 
力学 疝 题 来 说 ,物理 空间 中 的 求解 域 是 几何 形状 比较 复杂 的 已 知 
封闭 边界 的 区 域 ,并 且 在 封闭 边界 上 的 计算 坐标 对 应 值 是 给 定 的 。 
这 是 一 个 典型 的 仿 微 分 方程 的 边 值 问题 ,而 燃 贺 迎 储 微分 方程 的 
边 值 问题 是 送 定 的 。 最 简单 的 椭 贺 型 方程 是 拉 普 拉 斯 方程 ,但 使 
用 得 最 广泛 的 是 泊 松 方程 ,因为 共 中 的 韭 齐 次 项 还 可 用 来 调节 求 
解 域 中 网 格 密 度 的 分 布 。 

如 果 只 在 求解 域 的 一 部 分 边界 上 规定 计算 坐标 值 ,那么 吕 采 
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FEED 3 28 2X 9 Hi FE fg k eB E PR EH, DE g BJ PL LE 
是 给 定 的 ,而 外 边界 则 是 任意 的 ,就 属于 这 种 情况 。 

(4) 党 分 原理 方法 

在 这 类 方法 中 ,将 生成 网 格 所 希望 满足 的 要 求 表 示 成 某 个 日 
标明 数 (证 果 ) 取 极 值 。 这 种 方法 常用 于 生成 自 适应 网 格 , 因 为 可 
以 比较 方 重地 将 占 适 应 网 格 的 变 求 用 其 个 变 分 原理 来 表示 ,然后 
再 导出 和 度 变 分 原理 相应 的 偏 微分 方程 , 即 Euler 方程 。 


8.2.2 非 结 构 网 格 生 成 技术 概述 

非 结 构 网 格 方 法 由 于 其 优越 的 几何 灵活 性 而 倍 受理 醚 ,内 此 
各 种 非 结 构 网 格 自动 生成 方法 应 运 而 生 , 其 中 主要 布 : 四 叉 树 /从 
SRE HE (Quadtree/Octree Method) „Delaunay 方法 :中 和 阵 面 推 
git i I Advancing Front Method), 

(1) EX ACC SEA X BE) Jr 

四 六 树 / 八 叉 树 方法 的 基本 轴 想 是 先 用 一 个 较 粗 的 矩形 (二 
HE) sry USC BED PUER IE Quo AE THR, Aa fc PELIS 
格 尺度 的 要 求 不 断 细 分 矩形 (立方 体 ) , BIDRET 4 BTE A D CA 
个 子 和 矩形 ( 立 方 体 )} ,最 后 将 各 征 形 ( 立方体) 划分 为 三 角形 (四 面 
体 )。 和 例如 一 个 没有 边 上 中 间 点 的 矩形 呵 以 划分 为 两 个 三 角形 ,一 
个 没有 楼 上 中 间 点 的 立方 体 可 以 划分 为 五 个 或 六 个 由 面体 。 对 于 
流 场 边界 附近 被 边界 切割 的 抑 形 { 立 方 体 ), 则 需 考虑 各 种 可 能 的 
T8 DU , 作 特 殊 的 划分 o 

四 叉 树 / 八 丸 树 方法 是 直接 将 答 形 /立方 体 划 分 为 三 角形 /四 而 
体 , 央 此 这 种 方法 不 涉 反 邻近 点 面 的 查寻 ,以 及 邻近 单元 间 的 相交 
性 和 相 容 性 判断 等 问题 ,所 以 网 格 生 成 的 速度 很 快 。 不 足 之 处 是 
网 格 质 量 较 差 ,特别 是 在 流 场 边界 附近 ,被 切割 的 妹 形 /这 方 体 的 
形状 可 能 千奇百怪 ,由 此 而 划分 的 三 角 彤 /四 面体 的 部 质 难以 保 
证 。 入 管 如 还 ,四 尺 树 / 八 又 树 作为 一 种 数据 结 居 已 被 广泛 应 用 于 
阵 面 推进 法 和 Delaunay 方法 中 3 LE A AE 

(2) Delaunay 方法 
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Delaunay 二 角 化 的 依据 是 Dirichlet 在 1850 和 牛 提 出 的 一 种 利 
Hi c n s Se EE dil a ur Se Re. XX — Bb: BJ EA À AB 
是 :假设 平面 内 存在 点 集 |Pi| ,=1,2,…:N, 则 能 将 此 平面 域 划 
Sy AR a AS EA A Dirichlet 子 域 或 称 Voronoi TAI V. ,大 = 1, 
2，……AN。 每 个 Dirichlet 子 域内 包含 点 集中 的 一 个 点 P, ,而 用 对 应 
T P, BJ V, 内 的 任意 点 了 EP, MEAR ZBA pI HE AR 
距离 最 短 。 数 学 表述 为 Vi=1P:|P-Pl<IP P,I.Vj-kl. 
连接 相 邻 的 Voronoi 子 域 的 包 会 点 , 即 构成 惟 -的 Delaunay 二 前 
形 网 格 。 后 米 CFD 工作 者 将 上 述 Dirichlet 思想 简化 为 Delaunay 
准则 , 即 每 个 二 角形 的 外 接 加 内 不 存在 除 其 自身 三 个 角 点 时 的 其 

它 节点 ,进而 给 出 划分 三 角形 的 简化 方法 :给 定 一 个 人 芽 构 造 的 初 

始 简单 三 角形 网 格 系 , 引 人 一 个 新 点 ,标记 并 删除 初始 网 格 系 中 不 
满足 Delaunay 准则 的 二 萌 形 单元 ,形成 .个 多 过 形 空 润 , 连 接 新 
BS iE IT e Hg ux SEES Delaunay 两 格 系 ;重复 |- 述 计 程 ,由 
至 网 格 系 达到 所 希望 的 分 布 。 

whee A 个 显著 的 优点 , 那 就 是 它 能 使 给 定点 集 构 
成 的 网 格 系 中 每 三 角形 单元 的 最 小 角 尽 可 能 最 大 ,也 就 是 说 
它 能 得 到 站 可 能 等 的 高 质量 角形 单元 。 男 外 ,Delaunay 方法 
在 插入 新 点 的 过 程 中 滞 时 生成 元 个 单元 ,因此 网 格 生成 的 效率 也 
较 高 ,而 且 可 以 直接 推广 到 王 维 问题 。Delaunay 方法 的 不足 之 处 
在 于 它 可 能 构成 非 上 山 域 流 场 边界 以 外 的 单元 或 者 与 边界 柑 交 , 即 
它 不 能 保证 流 场 边界 的 完整 性 。 为 了 实现 对 任意 外 形 的 非 结 构 网 
格 生成 ,必须 对 流 场 边界 附近 的 操作 做 某 些 限 制 ,这 可 能 使 边界 附 
VAY Pi d HEA Delaunay 性 质 。 另 外 ,对 于 三 维 复杂 外 形 ,初始 网 
格 的 构造 比较 繁琐 。 

(3) 阵 而 推进 法 

阵 面 推进 法 的 基本 思想 是 首先 将 流 场 边界 划分 为 小 的 阵 元 
(Fronts) ,构成 初始 阵 面 ,然后 选 定 其 一 阵 元 ,将 某 一 流 场 中 新 插 
和 人 的 点 或 者 原 阵 面 上 已 存在 的 点 相连 构成 非 结 枸 单元 。 随 着 新 单 
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元 的 生成 ,新 的 阵 元 产生 ,组 成 新 的 阵 面 。 这 一 阵 面 不 断 向 流 场 中 
推进 ,直至 整个 流 场 被 非 结 构 网 格 覆盖 ， 

阵 面 推进 法 也 有 其 卢 英 的 优 缺 点 。 首 先 阵 面 推进 法 的 初始 阵 
面世 为 流 场 边界 ,推进 过 程 是 阵 面 不 断 向 流 场 内 收缩 的 过 程 ,所 以 
不 存在 保证 边界 完整 性 的 问题 。 另 外 阵 面 推进 是 一 个 局 部 过 程 ， 
相交 性 判断 羽 涉 及 局 部 邻近 的 阵 元 ,因而 减少 了 由 于 计算 机 截断 
误差 导致 推进 失败 的 可 能 性 ,而 有 卫 局 部 性 使 得 执行 过 程 可 以 在 推 
进 的 任 一 中 间 状 态 重 新 开始 。 再 者 ,在 流 场 内 引信 人 新 点 是 伴随 外 
进 过 程 自动 完成 的 ,因而 易于 控制 网 格 步 长 分 布 。 但 是 每 推进 一 
步 ,保生 成 一 个 单元 ,因此 阵 面 推进 法 的 效率 较 前 两 者 要 低 。 推 进 
效率 低 的 另 一 个 原因 是 在 每 一 步 的 推进 过 程 中 ,都 要 涉及 到 邻近 
点 .邻近 阵 死 的 搜索 以 及 相交 性 判断 。 另 外 ,尽管 阵 面 推进 的 思想 
可 以 直接 推广 到 三 维 癌 题 ,但 在 三 维 情况 下 , 阵 面 的 形状 可 能 非常 
复杂 ,相交 性 判断 就 变 得 更 如 繁琐 。 


8.2.3 混合 网 格 生 成 技术 概述 

如 前 所 述 AA MB MIEAA RRS ARR, 自然而然 ， 
CFD 工作 者 想到 如 何 将 这 二 者 的 优势 结合 起 来 ,同时 克服 各 自 的 
ARE ,由 此 混合 网 格 技术 应 运 而 生 FE RRS 

将 结构 网 格 和 非 结 构 网 格 混合 起 来 的 方案 很 多 ,其 中 主要 有 
LAP SUP 

(1) 针对 多 部 件 或 多 体 复杂 外 形 的 混合 网 衬 。 这 类 混合 网 格 
是 先 对 多 体 问题 的 每 一 单 体 或 复杂 外 形 的 每 一 部 件 生成 贴 体 结构 
网 格 ,而 在 体 与 体 .部 件 与 部 件 之 间 的 交界 区 控 出 一 个 洞 , 润 内 由 
非 结 攀 网 格 来 填充 。 这 类 混合 网 格 的 代表 有 “拉链 ”网 格 (Zipper 
Grids)!" Al" 28 1” FA He (DRAGON Grids) 846, 

(2) $E FETESE BUR PURUS 。 这 类 混合 网 格 是 先 在 物 
面 附 近 向 外 推出 数 层 有 一 定 压 缩 比 的 结构 网 格 ( 二 维 ) 或 半 结 梅 现 
格 (三 维 , 三 棱柱) 以 模拟 边界 层 ,然后 外 场 用 非 结 梅 网 格 。 事 实 
上 ,在 外 形 不 太 复 杂 的 情况 下 ,全 场 采用 三 棱柱 网 格 也 是 可 行 的 。 
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(3) 定形 与 非 结构 混合 网 格 !01。 些 形 网 格 中 不 必 进 行 
Jacobian 矩阵 计算 ,具有 比 贴 体 网 格 更 为 简单 是 为 快捷 的 优点 。 
但 其 不 足 在 于 不 易 处 理 曲面 边界 ,处 理 得 不 好 就 会 出 现 所 谓 * 台 阶 
效应 "。 事 实 上 ,在 物 面 附近 采用 非 结构 网 格 可 以 消除 “台阶 效 
应 ”, 同 时 达 公 模拟 复杂 外 形 的 自 的 。 这 就 形成 了 矩形/ 非 结构 混 
SM. AT HAMEL, , 亦 可 在 物 面 附近 采用 结构 (二 维 ) 或 
半 结 构 { 三维) 网 格 , 然 后 由 非 结构 网 格 过 波 到 外 场 的 矩 彤 网 格 ,由 
此 构成 矩形 / 非 结构 ! 半 结构 混合 网 格 。 


8.3 单 块 结构 网 格 生成 技术 


在 多 种 结构 网 格 生成 靶 术 中 ,比较 常用 的 是 代数 网 格 生成 技 
术 和 微分 方程 生成 技术 。 


8.3.1 网 格 的 代数 生成 技术 

用 代数 方法 牛 成 计算 网 格 时 ,为 了 生成 贴 体 网 格 ,常常 要 用 到 
CDL PS 9k”; TPE uj R$ 28 55 Bü SE , BT YP “E 38 ae Py hi E 3 
数 " 也 是 很 有 用 的 。 又 因 网 格 的 代数 生成 技术 本 质 上 是 以 各 种 播 
值 公式 为 基础 的 ,因此 在 本 小 节 中 ,首先 介绍 上 述 两 个 常用 的 变换 
函数 ,然后 介绍 三 种 常用 的 插值 公式 ,最 后 介绍 一 种 常用 的 网 烙 代 
数 生 成 技术 。 

(1) 剪 切 变换 函数 

4 VA EAA BI. RB BE GI EBDRÉRIND Ir rs, 
(Ty 人 fT), 如 图 8-3 所 示 。 

PRATE 


E= (x ~ x ila, - x) 
y= [y - fitx2l LC x) — fr)! (8.3.1) 
则 可 将 物理 平面 上 的 上 述 求 解 域 ABCP 影 射 到 计算 平面 | 


(b) 


图 8-3 物理 平面 到 计算 平面 的 变换 
(a) EF Cb) 计算 平 面 。 

HAR ABCD OLEI MOS MAHA FH LAS 
— RTE z T IRE CRA. IR JG Lx 
《8.3.1) 称 为 剪 切 变换 。 

(2) 压缩 或 拉 伸 变换 函数 

今 考虑 如 图 8-4 所 示 的 变换 

> = f(E) (8.3.2) 

RP z 为 物理 坐标 ,& 为 计算 坐标 。 由 图 可 所 , 当 在 计算 坐标 中 取 
等 距 网 格 时 ,了 产 (&) 小 的 地 方 物理 坐标 的 对 应 网 格 较 蜜 , 而 f (e) 
大 的 地 方 物理 坐标 的 对 应 网 格 较 稀 。 由 此 ,适当 选取 函数 f(&) 可 
使 式 (8. 3. 20 成 为 压缩 或 拉 伸 变换 ,通常 选用 指数 函数 。 式 
(8.3.2) 可 用 于 一 维 问题 ,也 可 用 于 多 维 问题 中 的 某 一 个 物理 华 
标 。 

下 面 介绍 两 个 应 用 实例 。 

(i) 平面 叶山 绕 流 

物理 平面 中 的 求解 域 为 图 8-5(a ) 中 的 ABCDEFGHA 。 其 中 
AB 和 EF 边界 分 别 在 叶 概 前 、 后 无 限 远 处 。BCDE 的 方程 为 y= 
y G2 ADGE 的 方程 为 y>= y (xs 

若 采 用 如 下 坐标 变换 
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x= f(€) 一 -一 
9 4 
图 8-4 压缩 或 拉 伸 变换 函数 
ex, 一 oo = + = Ü 
ans ai xri 
3 - e070, 1 =< z <+ oo 


(8.3.3) 
y= glay) = [y — yx) y, GO — »£G] 


a) b 
) 图 8-5 平面 叶山 的 五 形 网 格 ° 
(a)353R3E dii Pa B ere; 58) 计算 平面 肉 的 网 格 。 
旭 它 将 示 于 图 8-5{5) 中 的 计算 平面 上 的 等 中 网 格 影射 为 水 于 图 
8-5fta) 中 的 物理 平面 上 的 不 等 距 网 格 。 其 中 在 时 片区 (0 过 工科 1) 
中 x 方向 的 网 格 间距 Ac 为 常数 ,但 在 栅 前 和 橱 后 由 叶片 前 后 缘 
截面 分 别 向 前 后 无 限 远 处 按 指数 规律 伸 宕 Arim y 方向 的 网 格 
间距 Ay 为 常数 。 
BRR. 32. DRE E p EMEREK. ATEEN 
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理 平 面 上 对 应 的 网 格 线 的 形状 而 称 这 样 生 成 的 网 格 为 H 形 网 格 。 
这 样 的 网 格 在 平面 叶 机 的 元 夭 绕 流 问 题 的 数值 计算 中 常 被 采用 。 
文献 [14] 中 成 功 地 采用 这 个 变换 计算 了 压气 机 转子 叶 构 的 二 维 无 
茜 跨 声速 流 场 。 应 当 指 出 ,这 种 网 格 存 在 如 下 不 足 之 处 。 

(a) 在 叶片 区 中 风格 是 非 正 交 的 。 

(b) 在 叶片 前 、 后 缘 附 近 流 动 参数 变化 较 剧 烈 ,但 该 处 的 网 格 
并 没有 被 特殊 加 密 。 

(c) 求解 域 边 界 坡度 的 不 连续 传播 到 求解 域内 部 {在 图 8-5 
(a) PA CH 和 DG 上 ,所 有 ?= consc 的 网 格 线 的 坡度 均 不 
EE), 

GD PUE £X [5] BE As pg ee S e 

FP) FA J8 Bie BA PC BE PR ER Te] BE A ep $E rH , X EUE Pid 
边界 层 类 型 的 流动 计算 中 特别 有 用 。 因 为 在 大 Re 数 流动 中 , 边 
界 层 很 东 ,自然 希望 在 物 面 附近 网 格 线 能 密集 ,而 在 边界 层 以 外 的 
流 场 中 网 格 可 以 较 稀 朴 。 

以 (xz,y) 表 示 流 动 的 物理 平面 ,而 (#, 7 为 计算 平面 。 今 考 
察 平 板 的 黏 性 绕 流 .>=0 表示 平板 面 。 则 如 下 的 变换 实现 了 (&， 
7) 平 面 的 等 距 网 格 对 应 于 (x ,y) 平 面 上 在 y=0 附近 网 格 密集 的 
SK (SLR 8-6) 


图 86 网 格 线 向 某 坐 标 线 的 密集 
(aE is (56) 物 理 平面 。 
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r= 
i _ e — | (8.3.4) 


JK H 是 一 个 可 调 参 数 , 它 的 值 由 提出 的 要 求 来 确定 。 显 然 , > = 
0 对 应 于 y=0;y=1 对 应 于 w=1。 例 如 要 求 ?方向 20 等 分 , 即 
S7=0.05, E. EGR 5j 9 - 0 了 毗邻 的 第 一 条 坐标 线 了 7=0.05 对 应 于 
y 一 0.01~0.015, 即 


0.054 
e -1 


0.01 ~ 0.05 = ——— 
C -1 


由 此 求 出 2.5. BRA RK PREM. 

(3) 几 个 常用 的 一 维 猎 值 公式 

有 许 许多 密 各 种 不 同 的 播 值 公式 ,这 里 仅 援 引 三 个 常用 的 一 
维 插值 公式 (15;。 

(i) Lagrange 插值 公式 

设 为 自 变 量 ,其 定义 域 为 0 所 了 ,而 因 变 矢量 r= ri + yj 
+ zk 表示 物理 空间 中 点 (zx, yz) 的 矢 径 。 若 已 知 矢量 函数 + = 
rs) 在 N 个 离散 点 :$1{ =0), 8), 63,0, En = 了 1 上 的 值 分 别 为 
rira ra. Ty, MRT SMART WU he RIK AR or = rE), AE 
得 在 上 述 N 个 离散 点 上 刚好 等 于 已 知 的 相应 离散 值 。 

Lagrange 插值 公式 解决 了 了 上述 间 题 , 它 可 表示 为 


(8.3.5) 


r(é) = 3er. (8.3.6) 
AH od RON 1) EU, 
e(f fiti ean 


显然 有 ,名 = dm = 


GD Hermite 插值 公式 
Lagrange 播 值 公式 只 拟 合 诸 给 定 离散 点 处 的 函数 值 r, ,而 
Hermite 揪 值 公式 则 同时 还 要 求 拟 合 诸 给 定 离散 点 处 的 导数 ra = 


N mn 
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(dríd£),. 

EMK r=r(E) RHR r (STEN PRB E ES, 
£y, EEDA ri, Fas rastna Py ri ro ra, TN PA 
对 于 插值 区 间 内 任 一 点 ,可 按 下 式 计 算 耳 数值 


D-Xe(fbersMe(fbe co 


AP oo, TU $, 为 相应 的 (2N — 1) 次 多 项 式 


(f) boe) S TIR) 


(8.3.92) 
e) (RAO (8.3. 9b) 
nlf HES? wa 


Cui) 样 条 插值 公式 

前 面 介绍 的 Lagrange 插值 公式 和 Hermite 桶 值 公 式 都 是 用 多 
项 式 来 表示 的 .因此 播 值 函数 在 所 有 点 处 都 是 解析 的 (不 仅 芽 数 连 
续 , 而 且 各 阶 导数 都 是 连续 的 )。 然 而 , 当 离 散 点 数目 增加 时 ,表示 
插值 函数 的 多 项 式 的 次 数 也 随 之 提高 ,而 高 次 密 项 式 国 数 会 出 现 
波动 ,因而 不 能 很 好 地 人 到 近 真 实 函 数 。 所 以 人 们 宁愿 用 较 低 次 数 
的 多 项 式 来 分 别 代表 每 两 个 离散 点 之 间 的 小 区 间 内 的 函数 ,并 且 
只 要 求 各 段 函 数 在 各 小 区 间 的 分 界 点 处 保持 丽 数 本 身 以 及 适当 阶 
的 导数 连续 。 这 样 的 插值 函数 称 为 样 条 插值 函数 ,这 样 的 插值 方 
法 称 为 样 条 插值 方法 。 
最 常用 的 是 三 次 样 条 插值 方法 。 在 该 方法 中 , 取 每 段 的 桶 值 
通 数 为 三 次 多 项 式 ,并 要 求 在 各 妖 的 分 界 点 处 保持 函数 .一 阶 导数 
及 二 阶 导数 连续 。 

因为 在 每 一 段 中 插值 岗 数 是 三 次 多 项 式 , 故 其 二 阶 导数 是 线 
性 函数 ,于 是 有 
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€o 二 和 £ — š, 


- Eu got (6 < = £ = £1) 


rE) = 


(8.3.10) 
将 上 [: 式 对 & 进行 两 次 积分 SERI ARTE r( 5) 7 r. Mri) 
=r ,1 确定 两 个 积分 常数 ,可 得 
(£j - €)? E (£-&P , 


六 
1 £i 7 £i E - _ . 
Er 一 g 6 aor 9r 
i Fl Š ¿ = 
(5 -Er 6 rie- $) 
(£ = £ = a) (8.3.11) 
r; = (27 trubtg— Ora) ri) 
(8.3.12) 
XT £ (< £= z PC [BJ ETIE DLE EL) d 
EE "Qr erar n 
(8.3.13) 


-PPRA E oe AAR PEERS (8.3. 122 025 (8.3. 132 HAS, 
由 此 可 得 
(¿ — &, Dr, 1 +2084, 一 & jr + (és - SG)rir = 


Fist — F; md 
L 8.3.14 
EE $ 6s (8.3.14) 
(22,3, _ l) 


iX Wa We RE M PS BX UN TREUDIM 六 的 线性 代数 方程 
组 ,为 了 使 它 封 闭 ,还 要 补充 在 整个 区 间 的 两 端点 处 的 两 个 附加 条 
件 。 通 常 取 ry ry =O, ERRA BR RE ,相应 于 曲率 最 小 ， 
也 即 搬 值 曲线 最 光滑 的 情况 。 这 样 ,就 得 到 了 决定 六 个 离散 点 处 
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rR SPP TAR PER Be Ed. p; A EP POR 产生 = 
L.2, N). 
将 上 面 求 出 的 rm = 1,2, NOILAGR (8.3. 10) RBA DEP 
Jr AS d fi PA — — = K EE HL. 
(4) 赵 限 播 值 法 
现存 介绍 一 种 生成 贴 体 网 格 的 代数 方法 一 一 超 限 插值 法 1 。 
Bbr.y.z 是 物理 空间 的 坐标 ;6,?,5 BHA SAK BiB. 
并 设 与 物理 室 间 中 求解 域 相 对 诬 的 计算 空间 中 的 计算 域 是 如 下 正 
六 面体 


0<£<10=<y=<1,0< £=<l1l (8.3.15) 
EO k s= [E] KX PS 92 B] EB sz [n] A REE BU C m hn 
下 函数 
r(€,9,0) = |yCE, 9, 0|, OS yl (8.3.16) 
tzl, MN oagal 
则 计算 空间 与 物理 空间 的 影射 关系 就 确定 了 。 于 是 与 计算 空间 均 
习 分 布 的 计算 点 相对 应 的 物理 空间 中 的 网 格 点 分 布 即 可 求 出 ,网 
烙 生 成 的 任务 即 告 完成 。 由 此 可 知 ,网 格 生成 的 任务 就 在 于 确定 
LE pBABE (8.3.16). 
FE Sp ER üE EXE PR 3 BJ 88 ph qi I ER AA 3&5 P 
表面 法 。 
(i) 点 超 限 插值 方法 
点 超 眼 插值 方法 的 任务 是 :寻求 一 个 从 计算 空间 (&, g, ERI 
PA er ys ESR UII (8-3, 16) ,使得 已 知 的 物理 
空间 中 一 组 有 序 的 离散 点 S, = (zyx. NK > ZUK), (1=1,2,- L; 
J71,2,7,M;K-1,2,-, AD) 与 计算 空间 中 一 组 确定 的 离散 点 
S= li. EN 
因为 计算 空间 中 每 一 一 个 点 是 三 个 相互 正 交 的 举 标 平面 的 交 
点 ,而 在 物理 室 间 中 的 对 应 点 则 是 三 个 对 应 曲面 的 交点 。 


ren 0= F< 1 
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图 
在 点 超 腿 插值 方法 中 ,假定 上 述 三 组 曲面 是 已 知 的 , 即 已 知 
rl, E) 
yrn, E) 
z(E, y. 0 


ff 


r(£,5.0) 


yl.) 
zCE.« 0] 


il 


pads my, on 
r(£,n, £) | 


alë, 9 Ex] 


rEg, EK) = | ye g, Ex 


z(£, LE ex) 


8-7 


= ai, 


= b(&,0), 


= ex(&, 7), 


I-1,2,--.L 
(8.3.17a) 

J = 1,2,- , M 
(8.3.17b) 

QN 


K 21,2, 


(8.3.17c) 


A SFG ETE 6,02 = 1,2, Lig (L7 12,7, M); Ek 
(K-1,2,*7. N), -REUISE3EAR E Je H 6, 9. CW MRS 
分 得 到 的 ,因此 (5 ys COE — E ETE E IRI ri S ES LA i) 
xy > yk s zu 也 不 一 定 是 物理 空间 中 的 网 格 点 。 

现在 ,构造 下 列 控 和 ‘(blending) 函 数 


370 


aë), E= 1.2, L | 
Brn = 12," M (8.3.18) 
YkCO. K = i2] 
要 求 满足 
ar(£) = Sips By (9) = Öp YR (Ep) = 8k, (8.3.19) 
其 中 pp 一 1,2,… ;5 是 通常 的 Kronecker delta 记号 。 
于 是 ,生成 网 格 的 插值 汕 数 可 按 下 列 三 步 确定 


L 
re gt) atout, 0 (8.3.20a) 


1. 1 


ri(E,9.0) = ri(£, E) + 


Map D -rlé tO] (8.3.20b) 
121 
r(€,9,0) = ral, 0 t 


> Yxe(O)Lex(€.9) — ral, ys GO]. (8.3.20c) 


以 上 三 步 是 依次 按 5.5. 方向 的 插值 闫 序 进行 的 ,但 实际 上 这 三 
个 方向 的 插值 顺序 是 不 重要 的 。 

不 难 验 证 , 当 E= 三 (TI=1.2,…, 工 ) 时 , 式 (8.3.20) 与 曲面 式 
{8.3.17a) 完 全 氢 合 :类似 地 ,7 — (IL 21,2, MORE £= tx 
(K=1,2,— N BF, s (8.3.20) +B Al H EL (8.3. 17b) 8 3 
{8.3.17c) 完 全 拟 合 。 

由 此 可 见 ,插值 公式 (8.3.20) 不 仅 存 有限 个 点 上 ,市 且 和 由 式 
{8.3.17) 所 确定 的 三 族 曲 面 上 全 部 的 无 限 多 个 点 上 完全 拟 合 ,所 
以 称 它 为 超 限 插值 法 。 

有 两 个 问题 应 该 作 一 说 明 ， 

(a) BAMA a (8),B(5),Yxt8) 有 各 种 可 能 的 形式 , 它 与 
有 限 元 方法 中 的 形 函 数 很 帕 似 。 挫 和 函数 选取 得 好 坏 对 变换 性 质 
的 好 二 起 重 歼 人 作用。 通常 可 采用 Lagrange FMR. 
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(b) 如 何 确 定 蚂 数 a (9. t) .b (£, 0) ex CE 9) tL PHA 
得 研究 的 问题 。 这 就 是 说 ,如 何 由 空间 一 组 有 序 的 点 来 建立 它们 
的 曲面 方程 。 通 常 是 利用 双向 样 条 插值 的 方法 来 实现 的 。 具 体 过 
SSE ,这 里 不 作 细 说 ,可 参见 文献 [16j。 一 般 说 来 ,点 超 限 
播 值 落 的 缺点 是 要 求 的 几何 数据 太 狗 。 

(ú) 外 表面 超 限 捅 值 法 

这 种 方法 的 基本 思想 是 根据 已 知 的 外 表面 位 置 及 其 车 十 蕉 导 
数 来 构造 网 格 。 

副 与 物理 空间 中 求解 域 相对 应 的 计算 空间 的 计算 城 为 如 下 正 
SE IS li BR 

8 =< £ =< £, S< p p ESO (8.3.21) 

e 


on 
ap Lo E = AT(9,£), (L = 1,23" = 0,],2,, P) 


(8.3.2228) 
a” 
ay eme €] = BECE.$), (L = 12in = 0,1,2,--,Q) 
(8.3.22b) 
a 


apte SL. = CHE). (L = 1,2; = 0,1,2,-, R) 


(8.3.22c) 


显然 ,其 中 的 一 阶 偏 导数 的 值 直接 控制 着 边界 附近 的 网 格 密 度 。 
构造 下 列 摊 和 函数 


at" (E), (L = 1,2in = 0,1,2,°°,P) | 


BUG. (L = 1,250 = NN (8.3.23) 


Yn», (L = 1.2; x= = 0,1,2,..…,R) 
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”要 求 它们 满足 


e (O). 8,.8 
ag" et, LK] am 
r FH in) 
ane Gp 

3 m 1 | urT P (8.3.24) 

7 37 y 

ra? CO 

no ag 

ag" E-t 

(k = 1,2) 


生成 网 格 的 揪 值 消 数 可 按 下 列 三 步 确定 出 来 
rq D- SP Sai (8) A OS) 《8.3.25a) 


2. @ 
ralé, D =" (6.9.0) + 2, 2; Bi Gp x 


ar, 
d m” 


Eu Gon D (8.3.25b) 


r(£,9, 5) = ri(£, t) + NY x 


[cic - usto] (8.3. 25c) 
以 上 三 步 是 依次 按 ,7 方向 的 插值 顺序 进行 的 ,但 实际 上 
这 三 个 方向 的 播 值 顺 序 是 可 以 改变 的 。 
不 难 验证 , 当 E= £6 CL —1,2)8],25(8.3.25) 3 (8.3.22a) 
sme — 8 3S Wh. yy = 4 (L 1,2) £= & (L = 1,2) H, A 
(8.3.25 4E Al d est (8.3.22b) 955 (8.3.2200) 598 8$ — C 


8.3.2 网 格 的 微分 方程 生成 技术 

由 求解 偏 微 分 方程 来 实现 网 格 生 成 的 方法 称 为 网 格 的 微分 方 
程 生成 方法 。 虚 用 最 广 的 是 查 圆 型 微分 方程 生成 法 ,其 次 是 双 丝 
型 或 抛物 型 微分 方程 生成 法 。 
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CL) 椭 国 型 偏 微分 方程 生成 方法 

自从 1974 年 左右 ,J.F.Thompson 等 人 [1 利用 枉 圆 型 偏 微分 
方程 作为 建立 贴 体 网 格 系 的 网 格 生成 方法 之 后 ,这 种 方法 得 到 了 
广泛 的 应 用 与 发 展 。 其 原因 在 于 它 既 能 处 理 二 维 或 三 维 问题 ,又 
能 媒 理 定常 和 非 定常 问题 ; 另 一 方面 , Poisson. 方程 的 源 项 又 可 起 
到 调节 网 格 蚊 密 的 作用 ,这 基 民 数 方 法 和 保 角 变换 方法 所 涉 能 代 
替 的 ;加 之 ,生成 的 网 格 质 量 很 高 。 下 面 以 二 锥 问题 为 例 说 明之 。 

前 面 已 经 指出 ,网 格 生 成 问题 实际 省 就 是 用 适当 的 方法 生成 
一 个 贴 体 举 标 系 。 所 谓 贴 体 坐 标 系 就 是 一 种 曲线 坐标 系 , 它 使 得 
物理 平面 上 所 有 的 边界 曲线 (可 以 是 多 连 道 的 ), 变 为 (&,w) 平 而 
上 的 坐标 线 ( 即 上 = const 或 y= const 线 )。 作 为 贴 体 坐标 系 的 一 
个 最 简单 的 例子 ,首先 来 考虑 物理 平面 (xz,y) 上 以 原点 O 为 中 心 
的 半径 分 别 为 a 和 a; 的 两 个 同心 图 之 间 所 围 成 的 区 域 DOLE 
8-8(a)). 显然 ,这 是 一 个 双 连 通 区 域 。 如 果 沿 x 轴 割 开 一 条 裂 
A JE E .下 两 侧 分 别 以 A 瑟 和 4 五 表 示 , 那 么 由 封闭 曲线 AEA B' 
FRA 所 围 的 区 域 就 成 了 单 连通 区 域 。 今 以 Pi 表示 内 边界 ARA ， 
r; 表示 外 边界 BFB”, T 表示 制 线 的 上 侧 AB, 了, ET NRK TF 
WAB. RER, EJLER. y PERERA. Bm 
极 坐 标 系 (x ,8) 来 描述 , 则 上 述 区 域 D 对 应 于 图 8-8(5) 中 所 示 的 


图 8-8 ” 烽 半 型 偏 微分 方程 网 格 生 成 方法 
COURSE I E: (DR T 
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EERE D* , 且 诸 边界 r, IAF D;0n-1,2,3.4). BR 
时 极 坐 标 系 就 是 一 个 贴 体 坐 标 系 。 

现在 来 考察 一 个 一 般 情况 。 饮 如 ,{zryy) 平 面 上 一 个 复杂 的 
双 连 通 区 域 局, 其 内 ,外 边界 分 别 为 DV D, WE 8-9(a) 中 所 
示 。 为 了 变 成 单 连通 区 域 ,在 该 区 域内 割 开 一 条 虱 色 ,其 上 .下 两 
侧 分 别 以 3B 和 AB" 表示。 我们 希望 引信 一 个 曲线 坐标 系 (&, 9), 
使 得 内 边界 D, 变 成 y= 9, 线 ,而 外 边界 P, ER =p 8. Me 
华 标 也 希望 如 上 人 向 中 的 8 一 样 ,从 某 一 椒 为 零 值 起 , 逆 时 针线 P. 
{同时 也 包括 D,)— 4 ,£ AFEA m 8 3: — Fl xg fi 名 (例如 2x 


D. APM ASR WABA £0.17] ESRB AIB' AP 
E= 2x, 1). JA f f E, AF T] E BOUE IZ DEBRAE AJ — EJE , 


(a) E 


E 8-9 物理 平面 和 计算 平面 的 求解 域 
(a) COIR F h- 


BÀ I TET ES SL BT XR ,对 于 区 域 D 来 说 ,变换 函数 
£ = £Gr.y)og = 9x y) (8.3.26) 
在 边界 Pi 和 T, 上 ,边界 值 是 已 经 给 定 了 的 ,内 为 


ED Eig = p= f(z,y)| 


(8.3.27) 
在 Ty 上 ,y= pés gey) 


375 


AHAA f fle 分 别 是 曲线 p, 和 D. 上 点 的 某 个 单调 函数 , 当 点 
从 ACBMH&EBESE Zr IS CP.) ee A CB OAT. fF Ag 应 单 
ya nm R fs 


£4 = £g = f(xav ya) = gOxge yg) = Ü 
£j = Eg = f(ra,ya) = gCxu = 2rf 或 1) 


满足 这 种 要求 的 函数 了 和 g RR EG. HE A EB NE PRA S 
度 的 要 求人 为 地 规定 它们 的 数值 对 应 XR a 

现在 的 向 题 蚌 ,已 知 边 愉 值 会 起 58.3.27) 后 ,如 何 确 定 整个 变 
换 函 数 式 (8.3.26)? 显然 ,这 个 问题 可 有 无 限 多 个 答案 ,而 且 可 以 
采 肥 各 种 不 同 的 方法 来 解决 。 前 而 介绍 的 代数 方法 就 是 .种 可 能 
的 解决 方法 。Thompson 等 人 提出 了 一 种 求解 烦 疾 型 健 微 分 方程 
边 值 问题 的 办 法 。 

下 面 以 生成 如 图 8-10 Ca ) P PR 32 38) 96 Wi. [u] RP] Wi K 80 38 27 
19] ii B pu FEL DE iba SA ae IG K PH 9 EP AB o 

Ed 8-10( a iH r, ARBRE, CURA OMA AE 
it SPR SBA S10 PER P. WE arp 
RR Be 8 BJP Di 和 P 为 边界 所 围 成 的 区 域 。 

TH, Bee RVR RRA. BRB A 
程 将 导致 不 辣 的 巾 体 网 格 。 今 遵循 Thompson 等 人 的 建议 , 选 定 
如 下 的 Poisson 方程 


£. u Sy = Cri * yi Plé, 9) 


(8.3.28) 
Qa quy (z+ + XQ m) 
式 中 ,PS S), QCE, g) VJ R] 3 8 fil Pod Ft A OE Rap ARTE. 它们 
的 确定 方法 将 在 下 耐 进行 讨论 。 
其 次 ,此 规定 物理 平面 中 求解 域 演 界 与 计算 平面 中 计算 域 边 
界 之 癌 的 对 应 关系 。 显 然 ,不 同 的 对 应 关系 也 将 导致 不 同 的 贴 体 
aS GR as RO RR ,规定 如 下 边界 点 之 间 的 对 应 关 
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KR 2B DRHTE PPR RIA MES t: E 
A 点 到 本 ,上 某 一 点 BRRR, AAMT, 和 P. 表示 
( 庶 该 指出 ,此 割 线 在 物理 平面 中 的 位 置 并 不 是 事先 规定 的 ,而 是 
作为 计算 结果 确定 的 )。 然 后 .规定 将 物理 平面 中 的 求解 域 变 换 到 
计算 平 画 中 的 件 形 计算 城 , 基 体 规定 如 下 。 

将 EA D gsp E. D 的 网 格 点 分 布 按照 对 于 所 研究 
问 古 中 流动 套数 变化 情况 的 了 解 作出 规定 。 于 是 ,在 P. |. £= 
Eilr, y) HiŠ T -o 

将 了 EA Diigo p AMET r, 上 的 网 格 点 分 布 。 于 
是 ,在 TT E.S g(r, y EHET o 

将 r, FEA r= 2o 

将 D. FEW TY E= boo 

前 面 已 讲 过 ,在 物理 平面 上 制 线 DORAE SR ERM 
的 ,但 显然 , 制 线 两 侧 的 对 应 点 的 物理 坐标 ,y 分 别 相等 , 意 即 实 
际 上 它们 是 物理 平面 上 同一 个 点 。 因 此 除了 A (或 EX B (Q 
PR AOE Ws, ae EM RRM RAT, E 
两 侧 的 分 别 取 常数 和 和 名 ,对 应 点 处 的 EE E MESE ES 
对 于 z 或 的 各 和 阶 导 数 应 该 连续 ， 

规定 了 支配 方程式 (8.3.28) 及 上 述 边界 条 件 后 , 贴 体 网 格 就 
惟一 地 被 确定 了 。 

十 述 Poisson 方程 的 边 值 问题 一 般 需 要 用 数值 方法 求解 。 当 
用 差分 法 求解 时 ,由 于 物理 平面 上 求解 域 的 边界 是 不 规则 的 ,边界 
点 不 一 定 是 网 格 点 ,所 以 边界 条 件 的 履行 不 仅 麻 里 ,而 卫 不 够 精 
确 。 我 们 希望 将 上 还 问题 化 为 计算 平面 中 的 扼 形 计算 域 来 求解 。 
为 此 将 二 述 问 题 中 的 自 变 量 和 因 变 量 对 调 , 可 得 


fn (tye + Pr.) + ET + Qr,) - 2gpyrag — 0 


(8.3.29) 


式 中 ,r= zi + EnS TE hes g22=Er, ry B12 re Tga 相应 的 边 
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界 条 件 为 
Iz] ACE. 7) | 
| |^ » 00592)€7v (8.3.30) 
Ly. LACE, 21); 
ix] [g CE, 92) | 
NE » p) ET? (8.3.31) 
y Lgs (822 | 


由 于 DS 和 的 对 应 点 ( 即 了 值 相同 的 点 ) 处 的 物理 坐标 
x(E, p) y CE, 9) 是 相同 的 ,这 些 冰 数 的 各 阶 导数 都 是 连续 的 , 因 
此 将 DI AS 称 为 计算 域 的 一 对 再 进入 边界 。 由 上 述 知 ,在 计 
算 平面 中 计算 域 右 币 边界 外 部 某 一 水 平 距 离 姓 的 各 点 和 左 侧 边 界 
内 部 在 同一 水 平 线 上 和 相同 水 平 距离 处 的 各 点 分 别 都 对 应 于 物理 
平面 内 相同 的 点 ,反之 亦 然 。 于 是 ,如 果 在 位 王 计算 域 的 一 对 再 进 
人 边界 的 每 一 条 边界 外 部 都 增加 一 层 计算 点 ,其 | 存储 着 相 贞 与 
此 对 再 进 人 边界 的 另 一 条 边界 内 部 适当 点 处 的 物理 坐标 值 , 那 反 
在 这 对 再 进入 边界 上 的 各 计算 点 可 当 作 内 点 来 处 理 ,而 不 必 肯 规 
ALAR BIT 

用 差分 法 求解 边 值 问题 1 式 {8.3.29), 式 (8.3.30), 式 
(8.3.31)i, 即 可 得 到 所 舌 要 的 贴 体 网 格 , 它 被 示意 地 绘 于 图 8-10 
中 。 

数值 求解 Poisson 方程 的 边 值 问题 不 会 遇 到 任何 困难 ,关键 在 
于 如 何 根据 控制 点 的 分 布 给 出 源 项 P 和 怕 。 通 党 希望 物 面 附近 
的 网 格 线 与 物 而 正 交 ,并 控制 吡 邻 物 面 的 第 一 条 网 阁 线 与 物 面 之 
HRES, 

目前 sb K His RR RE RT, S64] XD GP Br 
椭圆 型 偏 微分 方程 而 言 只 允许 要 人 么 在 边界 上 规定 点 的 位 置 BS 
在 边界 上 规定 坐标 线 的 坡度 ,但 不 能 两 者 同时 规定 。 低 若 用 选 伐 
方法 调整 支配 方程 式 {8.3.29) 中 的 已 和 和 Q, 则 不 仅 可 以 蓝 得 边 蛤 
上 规定 的 坐标 线 坡度 ,还 可 得 到 离 边 界 的 第 一 个 坐标 面 与 边界 之 
闻 规 定 的 距离 ,同时 具有 规定 的 边界 网 格 点 分 布 。 
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B' 2 
FITTTTITITIT 


(p) 


图 8-10 物理 平面 和 计算 平面 上 的 网 格 
Ca WHF; ONAF. 
下 面 米 介绍 Thompson! 538 Sorensonl 提出 的 一 种 决定 源 
项 的 方法 。 
现 考 察 一 物 面 边 界 , 设 它 为 一 条 & 坐标 线 ( 即 y= const 线 )， 
并 规定 了 其 上 的 边界 点 分 布 。 则 在 边界 上 ,rs Meret Al, 
现 规定 毗邻 该 边界 第 一 条 网 格 线 与 该 边界 之 间 的 间距 为 
d, = l| r, |= xL y, (8.3.32) 
HERT AAA E PRR IE, BY 


ret r, = Zar, + vey, = Ü (8.3.33) 


参见 图 8-11。 
IB AE C8.3.32) LX (8.3.33) aT 


1 已 知 的 re HL y; Kix, 和 
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n 


c) 


图 8-1 


ec) BLA SPAS UO) BENE IE YS — AR RU 
Fe) FUE Cc E PR Pa R PEE 
ya, 十 是 在 该 边界 处 EA. 
将 式 (8.3.33) 代 人 式 (8.3.29) ,可 得 
| r, (ra + Pre} tl re I? Cry, + Qr,) = 0 
分 别 用 re Flr, 点 积 上 式 , 可 得 关于 该 边界 处 控制 函数 的 如 下 
两 个 表达 式 


下 (8.3.34a) 
Ir gn 

Q--T m fts (8.3.34b) 
Ir, Trgi 


由 此 可 知 , 在 该 边界 上 ,除了 ry, 以 外 ,这 两 个 表达 式 中 的 所 有 量 都 
BEEMAN. 
类 似 地 ,在 一 条 为 y 坐标 线 ( 即 & = const 线 ) 的 边界 上 ,可 以 
得 到 与 上 面 完 全 相同 的 关于 控制 函数 的 两 个 表达 式 , 但 此 时 ,re 
pp 
剩 下 的 问题 是 如 何 由 边界 处 的 源 项 值 来 决定 流 场 内 部 的 源 项 
值 ? 
Sorenson 以 上 述 边 界 处 的 源 项 值 为 基础 ,提出 用 如 下 指数 清 
数 作 内 播 以 确定 流 场 内 部 的 源 项 值 。 
b(E.3) = p(&)e tt r(E)e Im D> 
_ cor, S (8.3.35) 
Q(£,9) = a(£)e 人 二 ea 
AP, p C8) d Ce) ot HI h 55 (8.3. 34a) RE AY P CE, m) RI 
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PCE, qug CERE s CE) ob Sl En (8.3. 34b) ER Q (E, y) 
# Quas ascsd 部 是 正常 数 ,它们 表征 由 边界 向 流 场 内 
部 网 格 小 项 的 襄 减 速率 , 较 小 的 常数 值 表 示 较 慢 的 衰减 ,但 若 取 得 
Ah AS SCIES BE 

盏 此 ,还 剩 下 的 问题 是 在 应 用 式 (8.3.34a) 时 r,, 是 未 知 的 ,而 
在 应 用 式 (8.3.34b) 时 ,rs 是 末 知 的 。 上 述 问 题 靠 如 下 的 侈 代 过 
程 米 解决 ， 

(i) 在 边界 处 假设 源 项 的 初 值 ( 最 简单 的 办 法 令 卫 = 和 =0)。 

Gi) 将 物 面 与 外 边界 处 的 源 项 值 肉 插 到 流 场 内 部 网 格 点 处 
(例如 使 用 式 (8.3.35))。 

Gi) 求解 方程 式 (8.3.29) 获 得 流 场 中 的 网 格 分 布 。 

Civ) 根据 (让) 的 结果 ,用 单 侧 差 分 计算 ç 坐标 线 边 界 上 的 r. 
My 坐标 线 上 的 rs。 然后 从 式 (8.3,34) 计 算出 边界 上 的 源 项 P 
种 外 ,再 应 用 内 播 法 (例如 用 式 (8.3.35) 从 边界 处 的 源 项 全 算出 
流 场 内 部 网 格 点 钼 的 源 项 值 。 

A Cui) JEGRUS (iv) P ICE ETT , ÉCRIRE IE: 

MAR the Rio y RAE RAMESH. 

G) JE JC g [D 201 fii ot 4 HE c RELIER , HOB HL fB f 
于 边界 上 ,从 而 保证 了 它 所 产生 的 影射 是 一 一 对 应 的 。 

Gi) 因为 具有 封闭 边界 的 区 域内 椭圆 型 篇 微分 方程 边 值 问题 
的 解 在 区 域内 是 丸 处 解析 的 ,因此 即使 边界 不 光滑 或 边界 上 网 格 
点 分 布 的 函数 不 光滑 , 它 的 解 在 区 域内 仍然 是 光滑 的 。 这 就 保证 
了 它 所 生成 的 贴 体 网 格 具有 足够 的 光滑 性 。 

GD i GAB ERE PE, pA Q(&,w) 后 可 以 保证 它 所 生 
成 的 贴 体 网 格 基 有 所 希望 的 网 格 密度 变化 以 及 在 边界 附近 网 格 是 

构 酌 错 偏 微分 方程 年 成 方法 的 不 足 之 处 在 于 椭圆 型 贪 微 分 方 
程 的 边 值 问题 原则 上 必须 在 整个 区 域内 联 立 沙 解 ,往往 需 归 采用 
选 代 算法 ,比较 费 机 时 。 
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(2) 双 曲 型 偏 微分 方程 生成 方法 
如 果 所 研究 的 问题 在 物理 空间 中 的 求解 域 是 不 封闭 的 (例如 
上 述 田 型 绕 流 问题 在 物理 平面 中 的 内 边界 是 轻型 表面 ,而 外 边界 
严格 地 说 应 在 无 穷 远 处 。 在 具体 的 数值 计算 中 ,其 内 边界 是 已 知 
的 ,而 外 边界 只 要 离 踊 型 足够 远 就 行 ,其 精确 位 置 是 不 重要 的 ) ,此 
时 也 可 以 采用 双 曲 型 偏 微分 方程 来 生成 网 格 。 
Steger 和 Chaussee[20- 首 先 提出 用 双 则 型 偏 微分 方程 来 生成 
二 维 网 格 的 方法 ,随后 ,Steger 和 Zickl2: 将 该 方法 推广 到 三 维 情 
M. WER, Chan 和 Stegerl22] 进 一 步 完 善 了 此 方法 。 
下 面 以 二 维 问题 为 例 说 明之 。 首先 来 说 明 支 配方 程 的 确定 。 
网 格 的 正 交 性 条 件 式 (8.3.33) 可 以 作为 网 格 生 成 的 一 个 支配 
方程 I 
Fat, + Xy, = Ü (8.3.36) 
又 因 坐 标 变换 Jacobian V g = |J ^| = rgy x,ye 表征 着 两 个 
变换 平面 中 相应 网 格 单元 面积 的 比值 ,通常 又 到 AE = A7= 工 , 故 
此 时 | 三 代表 物理 平面 中 网 格 单元 的 面积 。 
规定 物理 平面 中 网 格 单 元 面积 的 分 布 可 以 作为 网 格 牛 成 的 另 
一 个 支配 方程 , 即 
Gay, T Tye = VE, y) (8.3.37) 
其 中 右 映 项 VE. Re PS 32. 
现在 将 方程 式 (8.3.36) 和 方程 式 (8.3.37) 进 行 线 化 。 令 
z(£,9) = r’, p + ECE, 9) 
y(G. p = y (6,9) + CE, g) 
RE, E, g) yE WE REE. DI lE, DAR 
重 。 将 式 (8.3.36) 和 式 (8.3.37) 中 的 每 一 项 作 线 化 处 理 , 例 如 


0 _ - " _ 
r=, = (zU + Z) (z? + 2), == age) + ele, + rE, = 


(8.3.38) 


0 0 0 Ü 

rer, + gle 2°),  xj(x — zb), = 
o Q 0 0 

Het, + Lyle TTY 


则 可 得 
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Ar; + Br, = f (8.3.39) 
E: 0 
Am "lt. fly, yol 
a= | iM "EE M 
yo o- i yh xŠ 
D B : 堪 乘 式 (8.3.39), 可 得 
r,+ BAr = B 'f (8.3.40) 


式 (8.3.40) 就 是 我 们 采用 的 网 格 生成 的 支配 方程 。 由 于 B 'A 
矩阵 的 特征 值 为 


(2°)? + Gy] 
Crh)? + Cyt)? 

TR, RE I?) (YAO, RAS. 3. 40) EM. ET 
双 晶 型 偏 微分 方程 组 而 言 ,应 该 提出 初 值 问题 。 

今 以 前 述 辟 型 绕 流 问题 的 网 格 生成 为 例 。 若 规定 物理 平面 
(zy) 中 的 翼 型 影射 到 计算 平面 人 6,9) 中 ?= 六 坐标 线 , 并 规定 
了 器 型 表面 上 的 网 格 点 分 布 后 ,就 规定 了 如 下 初 值 条 件 
ME [ACG m) 

LALE) ' 

现在 来 对 支配 方程 式 (8.3.40) 进 行 离散 。 将 方程 中 的 £ 向 
导数 用 二 阶 中 心 差 商 逼近 ,7 向导 数 用 一 阶 后 向 差 商 逼近 ,另外 为 
了 计算 稳定 人 为 附加 一 个 四 阶 耗 散 项 ,可 得 如 下 差分 方程 


Ai = £ 


(8,92 € IY (8.3.41) 


y 


Fijtl 7 Fig t lus "Alsat Greig = Fijt) = 
(Bh pafi t et YA Yr, (8.3.42) 
AP, Vrij Erag T TAR = r. rj- 显然 , 沿 每 条 € 
= const 线 , 式 (8.3.42) 组 成 一 个 (2x2}) 的 块 三 对 角 方 程 组 。 由 物 
面 开始 , 洪 方向 推进 闻 条 求解 上 述 (2 x 2) 的 块 三 对 第 方程 组 ， 
就 可 生成 网 略 系 统 。 
由 上 述 知 ,在 此 方法 中 需要 给 定 物理 平面 上 网 格 单元 面积 的 
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分 布 函数 Y(E,7)。 一 种 规定 该 函数 的 办 法 是 : 作 一 个 周 长 与 物 
面 周 长 相 等 的 贺 , 引 人 极 坐标 OCA R ( 7) WKAR # E 39 
面 上 规定 的 网 格 点 分 布 具 有 相 辣 弧 长 的 对 应 点 ,它们 定义 了 & = 
9(&)。 在 径 向 规定 所 要 求 的 间距 分 布 Ri = Rw), 可 以 采用 各 种 
不 同 的 分 布 形式 。 例 如 可 采用 如 下 指数 分 布 形式 
R = Ratira- ru) + e)! ^,j = 2,3,4,-- 
(8.3.43) 
AP r: 和 都 是 根据 需要 事先 给 定 的 。 应 用 如 上 引入 的 极 坐 
标 线 , 即 可 规定 物理 平面 中 网 格 单元 面积 分 布 函数 如 下 
Vi, = (Ria 一 RI Gaa — -114 (8.3.44) 

EXER Bi RO 25 82 7E OT RAF E os DTA 3 18 F 
格 生 成 的 时 间 , Ë ES SE TF E 85 J lB] PJ UU. EC BD a gk A: 
成 方法 少 1~2 个 量 级 ;四 规定 物理 平面 中 网 格 单元 面积 分 布 易于 
PERRA HU BIER. XOU MANU EA SUI OMS 
到 限制 ;他 边界 上 坡度 的 不 连续 性 会 传人 求解 域内 部 。 

以 上 介绍 了 两 类 结构 网 格 生成 方法 。 事 实 上 ,可 以 将 这 两 种 
结合 超 来 应 用 。 例 如 可 以 先 用 代数 方法 生成 一 个 初 场 , 然 后 用 偏 
微分 方程 方法 对 其 进行 适当 的 光滑 优化 ,提高 网 格 的 正 交 性 等 等 。 
以 下 给 出 几 个 利用 上 述 方法 生成 的 绕 复 杂 外 形 的 结构 网 格 。 图 
8-12 为 绕 某 战斗 机 的 网 格 ;图 8-13 为 绕 某 导弹 的 网 格 。 


图 8-12 绕 某 战斗 机 的 网 格 { 取 自 文献 [23]) 


384 


图 8-13 绕 某 导 弹 的 网 格 ( 取 自 文献 [24 7) 
8.4 复杂 外 形 的 结构 网 格 生成 技术 


对 于 复杂 多 部 件 或 多 体 的 实际 工程 外 形 ,如 现代 战 半 机 和 和 括 
SB A BG ,生成 统一 的 贴 体 网 格 相 当 困 难 。 即 使 勉强 生成 ,网 格 质量 
也 不 能 保证 ,从 而 会 影响 流 场 数值 计算 的 效果 。 为 了 交 服 上 述 困 
难 ,CFD 工作 者 发 展 了 分 区 网 格 和 分 区 计算 方法 。 它 的 基本 思想 
就 是 根据 整体 外 形 特 点 , 先 将 整个 计算 域 分 成 若干 个 子 域 , 然 后 在 
每 一 个 于 域内 分 别 生 成 网 格 并 进行 数值 计算 ,而 在 各 子 域 闻 的 信 
息 传 递 通过 边界 处 的 耦合 条 件 来 实现 。 常 用 的 分 区 结构 网 格 方法 
有 三 种 . 即 组 合 对 接 网 格 . 搭 接 网 格 和 重 玲 网 格 。 


8.4.1 组 合 对 接 网 格 和 拱 接 网 格 技术 

组 合 对 接 网 格 和 搭 接 网 格 的 主要 区 日 在 于 子 域 的 交界 面 上 网 
糙 节 点 是 否 重 合 , 但 它们 的 子 域 间 都 没有 区 域 的 重 到 ,网 格 生成 的 
方法 大 致 相似 ,因此 我 们 将 它们 放 在 一 起 讨论 。 

生成 组 合 对 接 网 格 的 方法 如 下 。 

(1) 根据 外 形 和 流动 特点 将 整个 计算 域 分 区 ,并 确定 每 区 中 
的 网 格 拓扑 。 
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(2) 生成 表面 网 格 。 在 上 述 几 何 处 理 的 基础 上 按 网 格 玖 密 的 
要 求生 成 各 部 件 或 各 体 表 面 的 网 格 ,注意 在 这 里 就 应 该 保证 各 子 
域 交 界面 处 的 刚 格 节点 重合 。 

(3) 生成 交界 面 上 的 网 格 。 整 个 计算 域 分 区 后 , 相 邻 子 域 之 
间 的 会 共 交界 面 一 般 是 一 个 空间 曲面 , 它 在 空间 的 位 置 ,走向 及 其 
上 的 网 格 分 布 极 大 地 影响 着 以 它 为 边界 的 两 相 邻 子 域内 的 空间 网 
略 的 生成 过 程 和 网 格 的 质量 。 在 一 个 空间 曲面 上 生成 网 格 的 方法 
很 多 。 例 如 可 以 将 这 个 曲面 变换 到 平面 上 ,在 平面 内 采用 上 一 节 
趾 介 绍 的 各 种 方法 生成 网 格 , 然 后 反 变 换 为 由 面 网 格 。 我 们 建议 
各 子 域 的 交界 面 划分 为 平面 或 曲面 的 形状 尽量 简单 ,这 样 可 以 不 
用 作 变 换 或 者 变换 后 的 几何 形状 不 会 有 太 大 的 变形 。 

(4) 生成 空间 网 格 。 当 表面 和 交界 面 上 网 格 生 成 后 ,各 于 域 
的 边界 即 忆 确定 ,各 子 域内 的 空间 网 格 即 可 用 前 面 介绍 的 代数 方 
法 或 求解 偏 微 分 方程 的 方法 等 来 生成 。 . 

对 于 分 区 措 接 网 格 ,不 要 求 子 域 交界 面 上 的 网 格 节点 重合 ,这 
时 可 以 在 各 子 域内 分 别 生成 自己 的 空间 网 格 ,不 必 事 先生 成 子 域 
和 疗 交 界面 上 的 网 格 。 这 样 可 以 保证 每 一 个 子 域 内 的 网 格 质量 很 
好 。 但 是 ,这 里 必须 指出 的 是 : 相 邻 子 域 交 界面 上 的 网 格 节点 数 和 


图 8-14 绕 某 多 自负 型 的 对 接 网 格 ( 取 自 文 献 [25]) 
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网 格 分 布 情 况 需 大 体 相 近 ,相差 得 太 多 会 导致 插值 误差 ,从 而 影响 
计算 结果 。 

以 下 给 出 几 个 应 用 实例 。 图 8-14 为 绕 某 多 段 避 型 的 对 接 网 
格 ,图 8-15 WE NASA 运输 机 模型 的 对 接 网 格 。 


图 8-15 绕 NASA 运 输 机 模型 的 对 接 网 格 { 取 自 文 献 [26]) 


$.4.2 BMRA 

分 区 网 格 的 另 一 种 形式 是 重合 网 格 技术 。 它 在 整个 计算 域 的 
分 区 过 程 中 侈 许 子 域 间 的 网 格 重生 ,而 不 要 求 各 子 域 共享 边界 ,这 
样 大 大 减轻 了 各 于 域 自身 网 烙 生 成 的 难度 。 区 域 分 解 技术 包含 两 
层 含义 :其 一 是 将 整个 计算 域 划分 为 若干 个 子 域 ,其 二 是 建立 各 字 
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域 间 的 信息 传递 关系 。 

(1) FSR AY Rd ot AS R 

在 计算 域 中 划分 子 域 ,并 介 许 子 域 相互 有 重 冯 部 分 ,就 必须 有 
茶 种 重生 的 结构 关系 。 早 期 的 嵌 合 体 要 求 各 子 域 的 重 委 关 系 具有 
嵌入 式 的 层次 结构 , 即 枸 成 了 层 子 域 的 网 格 系 列 Gi;,i=1,2,… 
全 部 航 入 在 1 一 1 层 的 子 域 网 格 中 , 辣 时 又 完全 包含 了 第 J+1 层 
的 子 域 网 格 。 图 8-16Ca) 反 映 了 它们 的 结构 关系 和 拓扑 图 。 显 然 
这 种 结构 简化 了 各 子 域 网 格 关联 的 方式 ,特别 在 内 边界 处 插值 时 ， 
对 相应 点 的 搜索 比较 简单 ,因而 减少 了 计算 量 和 对 计算 资源 的 要 
求 , 但 却 使 应 用 于 较 复 杂 外 形 时 的 分 区 困难 , 故 随后 又 推广 成 图 
8-16(5) 所 示 的 结构 ,不 要 求 一 个 子 域 被 完全 包含 在 男 一 个 子 域 
中 ,而 增 大 了 方法 的 通用 性 ,并 可 用 已 有 的 单 域 网 格 生成 方法 来 生 
RARE SRP. AREA GAH Bl 8-17 表示 了 两 种 
结构 的 区 别 ,在 嵌 人 式 层 次 结构 (图 8-17(a)) 中 G4 的 外 边界 只 与 
G, 关联 ,而 在 图 8-1755) 中 G4 的 外 边界 分 别 与 G 和 Gy 相关 ， 
因而 GOLAN RESSOURCE dE GSR) +, TAREE G 
(外 网 格 ) 中 " 挖 洞 " ,建立 人 工 的 内 边界 ,这 虽然 增加 了 计算 复杂 程 


G, CE) 
县 次 美 系 i 一 同一 层 中 的 子 域 号 
NUN 
on Un en n Ga 
! 
Gi Gu Ga Gu Gy 


图 8-16 
(a) BRE; (OO ZAR Bd, 
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9, 


G 的 内 边界 c mius C 


M E Fe Ail 
BEG, TH 


XA 重合 区 
6G 的 外 边 罩 全 的 外 边界 
" 
CCUG, 
G,—G, 


图 8-17 
(a) 层次 结构 的 分 区 网 楼 ; (AU SCRUBHSS BR HOR RR, 


J ,但 使 各 子 域 网 格 生成 容易 了 。 


由 于 每 个 部 件 的 网 格 都 基 独 立 生 成 的 ,在 阿 属 嵌 价 时 需 处 理 
好 子 域 网 格 重 登 区 的 大 小 和 位 置 。 现 以 图 8-16( = ) RRMA 
层次 结构 为 例 加 以 说 明 。 对 于 落 在 相 邻 子 威 网 格 ( 如 C1. P, 
固 壁 边界 内 的 父子 域 G.: 网 格 点 在 解 的 过 程 中 应 去 除 ,因为 它们 
和 位 于 计算 域外 。 此 外 ,车 对 所 有 Gi, 和 G41.; 的 公共 边界 点 都 进 
行 插值 和 更 新 ,不仅 计 算 量 大 ,及 会 降低 计算 的 精度 ,为 此 ,只 对 重 
登 区 中 的 边界 点 进行 插值 和 更 新 ,这 就 需要 在 重 瑟 区 内 建立 人 工 
内 这 界 。 如 国 8-18 所 示 , 包 会 在 子 域内 的 那 部 分 G 的 网 格 点 将 
KG, PLATE ERG, BS ACD A SERE G PSA". AT 
(AE SE £z AMAR BARELY HAR BEE 
Grey BG, ; 洞 边 界外 提供 是 够 大 的 覆盖 区 (如 图 8-18 所 示 )。 图 
8-19 显示 了 确定 酒 边 界 的 其 体 过 程 。 
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图 8-18 d EE BL ed s 


ËJ 8-19 洞 点 搜索 方法 
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(i) 定义 初始 洞 边界 , 即 在 Ga POR AE EE C LES] PEL B 
方法 是 选 一 条 网 格 井 线 。 

(i) 计算 C 上 每 一 网 格 点 的 法 向 量 N。 

(iui) 在 曲线 C 内 确定 一 临时 中 心 点 Pu. 

(v) 定义 搜索 区 域 ,一 般 取 Po 2r BI AB PEA Ras CDS 5j HH 
££ C 的 最 大 距离 ) 的 大 图 。 

(v) 相对 于 Po 计算 Gí :中 每 一 网 和 格 点 已 到 Po 的 距离 r, 
r> Ras P AATA < RU PP 点 落 在 圆 内 。 

(vi) 计算 N RN AC 上 最 靠近 P 点 的 P. 点 处 的 法 向 量 ， 
R, FAP. 到 PP 的 向 量 ,。 XP N: R,2>0,W PEC HSA N: R, < 
0,8] PCA. 

(Be TE ^E pd A G; PMA SR Eric e d 
IBLANK =1, 则 在 洞 内 的 网 格 点 将 其 标记 为 IBLANK -0, 9 É 
们 不 参与 求解 过 程 。 为 了 确定 边界 点 ,可 以 再 次 搜索 G P 
IBLANK = 1 的 所 有 点 了 ,将 最 靠近 洞 边界 的 网 格 点 定义 为 边界 
点 (如 图 8-20) ,在 边界 点 处 的 物 埋 参数 需要 从 G,., LBS ROS E 
值 获得 。 对 边界 点 构成 一 个 插值 时 使 用 的 清单 ,一 旦 清单 形成 后 ， 
可 以 将 这 些 点 的 IBLANK 值 赋 为 0, 以 减少 流 场 计算 时 间 。 

(3) 重合 区 信息 的 传递 一 一 插值 

洞 边界 的 确定 表示 人 为 地 建立 了 相 邻 网 烙 重 捍 区 中 内 边界 的 
DUE , 流 场 计算 时 子 域 求解 过 程 中 需要 确定 此 边界 上 的 边界 条 件 
一 一 相 邻 域 的 解 (流动 参数 ) 通 过 此 边界 时 此 须 严 配 ,这 可 通过 揪 
值 方法 来 实现 , 即 在 G, ,中 求解 时 迪 界 点 上 的 流动 参数 由 相应 的 
Gr ;网 格 点 工 的 流动 参数 值 通 过 插值 确定 。 Marstin[2 的 结果 
表明 ,在 二 维 计算 时 双 线 性 插值 方法 优 于 泰勒 级 数 展 开 法 ,因此 目 
前 计算 中 一 般 都 采用 双 线 性 播 值 ;类 似 地 ,三 维 计算 中 采用 三 线性 
插值 , 即 

$ =a +t at+antaat + 


asêp + as + asy + agêng (8.4.1) 
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Gr 的 初始 洞 边界 


图 820 洞 点 和 边界 点 的 关系 


AP OSE, gp 61,0; (im 1,77 SERRA 8 个 顶点 处 流 
动 参数 值 的 系数 。 系 数 a; 很 容易 通过 立方 体 的 顶点 值 来 确定 。 
例如 在 (6， m. £) = (0,0,0) 4x $5 a CILE 8-21), 


等 参 变 换 


(0,1,1) (1,1) 
; 


{1,1,0} 


(00,0) (1,0,0) £ 
A 


计算 平面 


”图 3-21 等 参 变 换 
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于 是 有 
a, = h = Fee 
a, = $; 一 $i = $us 一 $, ia 
a, = $, — $1 = $9; ex 7 L 
a, = $, - %, = $ed 一 $; jk 
as = $| — $3 + $4 — É, = Pa T Pte T Pisa 7 Puesta 
ag = $i — $5 — f t $s = Pij 一 天 1 一 $i oj e+) + TERN 
as = $, — $, — $5 $s = $; Pia U Puja T Pijter 
as = — Pi + ó; — $3 + Pa + Psc Oe +j 9 — És = 
= (hia T Pana 7 Pais + Pija T 
pet) T Pagan * Fassa 7 Èile (8.4.2) 
由 于 三 线性 播 值 只 能 在 立方 体 上 使 用 ,而 有 曲线 坐标 中 生成 的 
网 格 单元 是 曲 六 面体 ,因此 为 对 单元 内 一 点 的 流 场 参数 进行 插值 ， 
必须 先 将 曲 六 面体 转换 成 一 个 立方 体 ,这 可 采用 等 参 变 换 来 实现 。 
(£,9, BOX, Y ,ZOBDSEBIAE XO 
X = a, t az + asy t a, + asn t ustt + azn + agent 
Y = bi + G26 + bay t+ 64€ + O58 + bet + bign + bs byt | 
Z = cq + e; £ + esp c4 E + eyn 十 568 十 670m + cg yt 
(8.4.3) 
APP icili=1,…)8) 是 取决 于 物理 空间 曲 六 面体 顶点 坐标 
的 系数 ,可 类 仙 于 式 (8.4.2) 求 得 。 立 方 体内 在 一 点 已 的 大 ,了 
是 已 知 的 ,由 式 (8.4.3) 利 用 牛顿 只 和 伐 法 ,BDRASOSE EI CE 0. 0D, 
再 根据 式 (8.4.1 求 得 对 应 P 点 的 流动 参数 值 。 
(4) 内 边界 条 件 的 实施 
对 于 洞 内 的 网 格 点 ,不 须 进 行 流 场 计算 。 这 时 可 对 离散 后 得 
到 的 代数 方程 组 
AD = F (8.4.4) 
ATAS 4 Ayer. ATRAAE BERRE 4 为 二 对 角 阵 ， 
o 为 未 知 向 量 ,F 为 已 知 向 量 ,并 假设 总 共有 7 个 网 格 点 ,其 中 第 
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3.4.5 点 为 洞 边 界 点 , 则 式 (8.4.4) 可 表 为 
fan an 0 0 0 0 OFFA) fE] 
an an an 0 0 o D| 6| [Fl 
Gs 033 dy Ü 0 0 | l$; F; | 


aa Gag 45 0 0 $,|— F, | 


0 0 ass aes 4a67| | Êo Fa! 


0 
0 Ü as as as Ü $s Ps | 
0 
0 


0 0 Ü as ayd L$ LF] 
(8.4.5) 
边界 点 3.4.5 的 流 场 参数 fa, 出 ,$s 分 别 为 Fa Sa, fs, Sa R aE 
对 角 线 的 元 素 a32, 054,043, asas as HE IR ELULE 
2335444545529 L, Fa, Fa, Fs B fas Jas fso WEEDE 


an ap 0 0 0 0 01/95] JEN 
as an ea 0 0 0 0 $2 | F: 
0 Ü 1 0 0 0 0 | | #3 fa 
0 0 0 1 0 0 0 | |= | fa 
0 0 0 0 1 0 Ü | i¢, fs 
0 0 Ü Ü as as G«||é, F, 
LO 0 0 0 0 aw ani |g] LF! 
(8.4.6) 


可 见 将 洞 的 结构 插 人 到 计算 中 时 并 不 改变 向 量 本 身 。 由 于 洞 
的 结构 已 由 标记 IBLANK 定义 , 即 对 应 洞 内 点 , IBLANK = 0, X} 
sha, IBLANK = 1E。 因 此 可 建立 一 个 简单 的 开关 函数 来 实现 代 
BUS EB BRE E 
aj, = a; * IBLANK; PX J ` 
; = aj* IBLANK, + (1 — IBLANK;) ij 
F, = F; * IBLANK, + £(1- IBLANK,) | 


a 
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以 下 给 出 两 个 重 倒 网 格 的 例子 。 图 8-22 为 绕 航 天 飞机 发 射 
运载 系统 的 网 格 ,图 8-23 为 绕 数值 风 洞 中 的 民航 标 模 的 网 格 。 


图 8-23 ” 绕 数 值 风 洞 中 的 民航 标 模 的 网 格 ( 取 自 文献 [291]) 
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8.5 非 结 构 网 格 生成 技术 


尽管 组 合 对 接 和 措 接 网 格 及 重 登 网 格 技术 在 求解 复杂 三 维 外 
形 绕 流 方面 取得 了 较 大 的 成 功 ,但 正如 引言 中 所 指出 的 ,它们 也 存 
在 许多 不 足 之 处 。 非 结构 网 格 打 被 了 辣 构 世 网 格 芍 习惯 思维 ,以 
全 新 的 面目 受到 CFD 工作 者 的 普遍 关注 ,并 于 20 世纪 80 FRA 
以 来 得 到 了 迅速 的 发 展 。 


8.5.1  Quadtree/Octree AA EXHAR AE) 

f. 8.2.2 中 已 经 介绍 了 Quadiree/Octree 方法 的 基本 思想 。 
这 里 以 二 维 平面 域 为 例 给 出 具体 的 网 格 生 成 过 程 。 

(1) 用 较 粗 算 形 网 格 履 盖 包 含 物体 在 内 的 整个 计算 域 ,同时 
建立 Quadtree 数据 结构 113]1。 

(2) 建立 背 最 网 格 。 建 立 缘 人 景 网 格 的 目的 是 通过 在 其 上 分 布 
一 定 的 步 长 控制 参数 ,以 便 能 得 到 合理 的 . 适 于 物理 流 场 计 算 的 网 
格 分 布 ( 关 于 背景 网 格 的 构造 方法 和 控制 参数 的 分 布 问 题 亦 将 在 
8.5.3 节 中 详细 介绍 )。 

(3) 根据 背景 网 格 步 长 控制 参数 的 要 求 不 断 细 分 各 和 挎 形 网 
格 ,即将 一 个 矩形 册 分 为 4 个 子 矩 形 ,直到 网 格 尺度 达到 所 需要 的 
步 长 分 布 。 为 了 能 使 最 终生 或 的 网 格 分 布 光滑 ,限制 相 邻 两 个 矩 
形 的 层次 级 别 数 之 差 不 大 于 2 BOE AY, ERIE ERA IE 
存在 中 点 ,而 不 容许 存在 1/4 点 。 当 然 在 每 一 次 的 Quadtree 细 分 
过 程 中 还 可 加 人 如 下 的 光 请 措施 { 图 8-24)。 

(4) 如 果 位 于 流 场 边界 附近 的 西边 形 角 点 到 物 面 的 距 郊 小于 
某 一 给 定 秆 (一 般 取 为 局 部 四 边 形 短 边 长 度 的 1/8), 则 将 该 点 修 
正 到 物 面 上 ,构成 修正 的 四 边 形 。 这 一 修正 的 目的 是 为 了 防止 在 
边界 附近 出 现 很 畸形 的 三 角形 单元 。 

(5) 对 每 一 个 四 边 形 作 如 下 循环 处 理 。 
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He H aa 


(a) (b) (c) 


mm ty mW 
(e) o (g) (m) 


图 8-24 各 种 光滑 措施 

(a) 如 果 4 个 角 点 都 在 流 场 外 , 则 会 弃 该 四 边 形 ( 见 图 8-25 中 
case“A}, 

(b) MR ui B 4 +A REA, ELTE TO a 
四 边 形 的 过 程 中 其 边界 没有 受到 分 割 , 即 四 边 形 的 边 上 没有 被 分 
点 { 以 后 称 边 中 心 点 ) , 则 将 其 划分 为 两 个 三 角形 ,对 角 线 的 连接 方 
式 可 随机 选取 ( 见 图 8-25 中 case-B)。 

(c) 如果 4 个 角 点 都 在 流 场 内 , 且 边 上 存在 中 心 点 , 则 在 四 边 
形 的 中 心 引 人 一 个 内 部 节点 ,连接 此 点 与 妈 边 形 的 角 点 和 边 中 心 
点 构成 三 角 元 ( 见 图 8-25 中 case-C)。 

(d) 如 果 物 面 边界 切割 四 边 形 , 对 切割 后 余下 的 部 分 (多 边 
JE) , 若 仅 有 3 个 顶点 , 它 就 是 一 个 三 角形 单元 ; 若 仅 有 4 个 项 点 ， 
连接 距离 较 短 的 对 角 线 而 构成 两 个 三 角形 ;如 果 多 边 形 的 顶点 数 
多 于 4 个 , 则 按 前 述 情况 (ec) 引入 内 部 节点 的 方式 划分 { 见 图 8-25 
中 case-D) , 

(6) 对 生成 的 初始 网 格 进 行 光滑 处 理 ( 关 于 非 结构 网 烙 的 光 
滑 技 术 将 在 8.5.4 节 中 介绍 )。 

图 8-26 显示 了 用 工 述 方法 生成 的 绕 NACA0012 BBM. 
其 中 图 8-26(a ) 为 细 分 后 的 Quadtree 结构 ;图 8-26(5) 为 经 过 划 
分 和 光滑 后 的 三 角形 现 格 。 
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YNN 
A 


AD 
Ëq; 


图 8-26 # NACA0012 BRAK 


二 维 Quadtree 方法 可 以 推广 到 三 维 Octree WK. MGE SEE 
讲 , 这 并 不 存在 什么 国难 ,但 有 两 个 问题 必须 引起 注意 。 

(1) 曲面 切割 立方 体 的 可 能 性 较 之 二 维 时 多 得 名 ,有 人 指出 
可 能 约 曲 面 切割 立方 体 的 方式 高 达 几 千 种 。 在 作 了 某 些 限 制 假设 
之 后 ,可 能 的 组 合 情 部 仍 有 几 十 种 。 显 然 要 按 各 种 可 能 的 组 合 情 
况 逐 一 编程 是 不 现实 的 。 因 此 需要 一 种 简单 实际 的 方法 。 

(2) 相 容 性 问题 。 所 谓 相 容 性 ,是 指 相 邻 的 两 个 单元 在 直接 
的 界面 上 共 面 。 对 于 二 维 情况 ,要求 相 邻 三 角形 共 线 段 ; 对 于 三 维 
问题 , 则 要 求 两 相 邻 的 四 面体 共享 同一 个 三 角形 ,如 图 8-27 所 示 。 
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对 于 二 维 问题 无 论 如 何 划分 矩形 都 能 保证 相 容 性 ,而 对 于 三 维 问 
题 则 需要 谴 慎 行 事 , 否 则 就 会 出 现 图 8-27(8)? 中 所 示 的 不 相 容 情 


Zo So 


解决 上 述 问题 的 一 种 简单 方法 是 :首先 将 立方 体 的 各 表面 划 
分 为 三 角形 ,然后 在 立方 体 的 几何 中 心 引 和 人 一 点 ,连接 此 点 与 表面 
三 角形 构成 四 面体 。 划 分 立方 体 各 表面 的 可 能 情况 较 之 划分 立方 
体 本 身 要 简单 得 多 ,同时 各 表面 的 划分 方式 一 旦 确定 , 相 邻 两 个 立 
方 体 之 间 的 相 邻 四 面体 的 相 容 性 就 自然 得 到 保证 。 


(a) (b) 


8.5,2 Delaunay 方法 

Delaunay 方法 的 依据 是 Dirichlet 提出 的 一 种 利用 已 知 点 集 将 
平面 划分 成 是 多 边 形 的 理论 。 它 要 求 将 给 定点 集 的 计算 域 划 分 为 
FA OR BJ Voronoi 子 域 。 通 过 连接 各 相 邻 Voronoi 子 域内 的 节 
点 构成 非 结构 风格。 实现 上 述 过 程 的 算法 很 移 。 倒 如 对 于 平面 内 
的 点 集 ,早期 有 一 种 通过 作 任 意 两 点 的 垂直 平分 线 的 方法 可 以 得 
到 包含 某 点 的 Voronoi Ki, i P, AARP R=1,2,°°,N 
中 的 某 一 点 。 通 过 作 P; SP, (m = 1,2,-: N, B. m = ;) ME 
直 平 分 线 ,垂直 平分 线 的 交点 围 成 的 最 小 凸 多 边 形 即 为 P, 的 
Voronoi 子 域 。 虽 然 这 种 方法 的 几何 逻辑 相当 简单 ,但 具体 操作 起 
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来 却 并 不 容易 ,特别 是 将 其 推广 到 三 维 问 题 就 更 加 复杂 。 在 1980 
年 ,Bowyerb0l 利 Waston2- 分 别提 出 了 两 种 新 的 算法 。 后 来 经 过 
CFD 工作 者 的 不 断 研 究 与 发 展 ,形成 了 自前 这 种 比较 简单 的 
Delauney 网 格 生 成 方法 。 其 具体 过 程 如 下 。 

(1) 构造 初始 网 格 。 初 始 网 格 需要 满足 以 下 要 求 :中 包 合 整 
个 计算 域 ;加 满足 Delaunay 准则 ;加 尽 可 能 体现 物 形 特征 。 

(2) 在 网 格 步 长 没有 达到 要 求 的 地 方 引 人 一 个 新 点 。 

(3) 标记 需要 删除 的 所 有 三 和 角形。 如果 初始 网 格 中 的 某 一 三 
和 角形 的 外 接 图 内 包含 新 点 , 则 该 三 角形 要 被 删除 (图 8-28(a))。 

(4) 由 所 有 要 删除 的 三 角形 构成 一 个 Delaunay 空洞 (图 8-28 
(b)), 

(5) 连接 新 点 与 Delaunay 2 te Tt E ÉS Tñ za Pe Sr BJ 84 
格 系 (图 8-28(c))。 


Q» (e) 


图 8-28 Delaunay 三 角 化 原理 


(6) 重复 (2) 至 (5) 步 的 操作 ,直到 所 有 的 三 角形 网 格 步 长 达 
到 所 希望 的 分 布 。 


的 全 过 程 。 图 8-29(a) 为 初始 网 格 ,在 新 点 的 引 人 过 程 中 生成 图 
8-29( 6 ) ftl 8-29(c) 的 中 间 过 滤 网 格 ,最 后 得 到 一 个 全 场 均匀 过 渡 
的 网 格 (图 8-29(d))。 汗 述 方 法 可 直接 推广 刘 三 维 问题 。 图 8-30 
即 为 绕 某 先进 战斗 机 的 表面 网 格 。 
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图 8-29 Delaunay = fü JÉ Fi # ^E ROE 
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图 8-30 用 Delaunay 方法 生成 的 战斗 机 表面 网 格 ( 取 自 文献 [32]) 
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8.5.3 Remb 

本 节 将 以 二 维 平面 域 为 例 详细 介 绍 阵 面 推进 法 ,并 在 最 后 将 
其 推广 到 三 维 复 杂 外 形 。 阵 面 推进 法 的 总 体 框架 如 下 。 

(1) 外 形 描述 。 

(2) 背景 网 格 的 构造 。 

(3) 初始 阵 面 的 生成 。 

(4) 阵 面 推进 生成 空间 网 格 。 

关于 外 形 描 述 将 在 后 面 介 绍 ,首先 讨论 背景 网 格 的 构造 。 

CL) 背景 网 格 的 构造 

为 了 实时 控制 初始 阵 面 的 划分 以 及 推进 过 程 中 新 点 的 插入 ， 
需要 建立 背景 网 格 。 在 背景 网 格 上 按 不 同 间 题 的 要 求 分 布 空间 步 
长 控制 参数 :空间 步 长 85, 伸展 比 和 伸展 方向 RR{ 各 参数 的 定义 
WE 8-31)。 


ó-—d/íd 


图 8-31 空间 步 长 控制 参数 的 定义 


推进 过 程 中 任意 点 的 推进 控制 参数 由 背景 网 格 上 的 参数 插值 
获得 。 传 统 的 方法 是 用 数目 较 少 的 非 结 构 网 格 。 这 种 方法 存在 以 
下 不 足 :中 非 结构 背景 网 格 一 般 由 人 工 构 造 , 显 然 对 复杂 三 维 问题 
这 是 一 件 繁 珊 且 费时 的 土 作 ; 人 名 非 结 构 背 景 网 格 上 给 定 榨 制 参数 
分 布 带 有 较 强 的 经 验 性 ,而且 修 改 和 调节 起 来 显得 不 水 灵活 ,如果 
给 定 的 参数 不 合适 将 可 能 导致 推进 失败 ;号 在 非 结 构 背 景 网 格 上 
Mf ,需要 复 染 的 查寻 过 程 ,长 时 间 的 查寻 与 插值 必 将 影响 推进 将 
率 。 由 于 这 些 不 足 ,S. Pirzadeh 等 [33: 提 出 利用 矩形 结 梅 网 格 作为 
背景 网 格 。 这 一 方法 的 基本 思想 是 :用 和 矩形 结 构 网 格 覆盖 流 场 ,在 
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流 场 中 分 布 一 定 的 点 源 和 线 源 , 即 流 场 网 格 在 该 局 部 区 域 的 控制 
参数 ,将 这 些 源 视 为 离散 的 热流 ,求解 热传导 方程 , 求 得 的 稳 态 解 
即 为 全 流 场 的 控制 参数 分 布 。 以 参数 S 为 例 , 控 制 参数 的 求解 方 
法 如 下 。 
主 控 方程 可 以 表述 为 

V2S = G (8.5.1) 
Xf FSP a AL ,一 般 使 用 Dirichlet 边界 条 件 ; 对 于 内 流 问 题 , 一 般 
使 用 Neumann WRR. CAF G 为 源 项 ,其 定义 为 


N 
Gij = >; WS. Ts - l) (8.5.2) 
n=l 


PERG ,六 代表 背景 网 格 节点 ,N AR RRAN, V, 为 第 
n 个 源 的 强度 因子 ,函数 I ALS, 定义 如 下 


Sr 
I = 1 f, (1) (8.5.3a) 
! I, il, TESI 
Hr? 
Ja -| I | di (8.5.3b) 
| I, | r zr) 


AY S, 和 (2) 分 别 为 点 源 和 线 源 的 强度 ;7 为 背景 网 格 节点 到 
RARER, | 为 线 源 长 度 。 上 述 热传导 方程 由 Gauss-Seidel 选 伐 
法 求解 。 
为 了 对 参数 分 布 实施 更 为 灵活 的 控制 ,这 里 采用 如 下 带 有 方 
向 性 的 强度 因子 
W, = a,Ë + b, | @ | (8.5.4) 
6 -—í(1-lal/2v-u*al2-lv-ul (8.5.5) 
WP v-rra 
. [0. a(v*u)«0 
p= l, a€vrw) 20s 
LAP ou 为 期 望 的 强度 因子 作用 方向 ,为 一 正常 数 ( 广 中 
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WH 10),¢ 可 取 为 1,0 或 -1。 当 zx=1 时 表示 该 源 仅 对 上 IE FJ 
的 区 域 起 作用 ; 当 a = -1 时 反之 ;而 当 w=0 时 表示 双向 作用 。 
参数 a, 控制 该 源 的 传播 半径 ,而 p. 为 方向 强度 参数 ,总 MK 
u 方向 上 的 区 域 作 用 愈 强 。 

HEA RAMS SHIA Hie. MEA Pp, yp) W 
BK S,,B d, = z, — Zi d, = Yp Yoni h RA AES P 所 
TE bJ 8c Ped t PC. GA ETAT Tel P f KS CERE fef (EHI rT 
求 出 S 。 对 比 非 结构 背景 网 格 ,该 操作 要 简单 快捷 得 多 。 

通过 适当 调节 上 述 各 源 项 控制 参数 a..60, u.a. TBR 
意 的 网 格 分 布 。 以 下 就 各 参数 的 变化 对 网 格 生 成 的 影响 举 一 简 单 
的 例子 。 假 设 物 形 为 圆 点 在 (0.5,0), 半 径 为 0.5 的 圆 , 流 场 区域 
为 (一 2.0,3.0)* (一 2.0,2.0), 背 景 网 格 的 区 域 取 为 (~ 2.25, 
3.25) * {一 2.25,2.25) 的 长 方形 域 ,x 和 yy 方向 的 背景 网 格 尺 度 
取 为 0.1。 在 四 个 角 点 都 布 上 省 向 同性 的 点 源 (S=0.1,a, =2.0, 
pp =1.0,2=(00),a=0); 在 圆 的 中 心 亦 布 上 点 源 , 点 源 的 强度 
S=0.01, 各 参数 的 选取 列 于 表 8-1. 

表 8-1 中 心 点 源 的 参数 变化 情况 


各 状态 对 应 的 网 格 如 图 8-32 所 示 。 由 图 8.32(a) 与 图 8.32 
(HERTA, a, 的 大 小 决定 源 的 传播 半径 ,a。 MK ABE 
越 大 。 当 a He 1 时 (case3), 点 源 仅 对 (一 1,0) 正 方向 的 区 域 有 影 
34 ,因此 左边 的 区 域 网 格 较 密 ,右边 的 区 域 网 格 较 称 。5. >0 时 
(cased — 5) ,点 源 的 影响 方向 各 异 , 且 在 给 定 的 方向 a = ( - 1,0) 
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于 的 影响 最 大 ;a = 二 0 时 间 时 影响 正 负 方向 (图 8-32(d)) ,而 当 a = 
一 ] Hf. RE a — (一 1,0) 的 反方 向 , 即 区 域 右 但 (图 8-32te 7)。 


(b) case 2 网 格 


A 


It a Y 


(d) case 4 网 格 (e) case 5 RAR 


图 8-32 点 源 的 参数 变化 对 网 格 朴 密 的 影响 
有 时 候 , 需 要 在 流 场 的 某 一 犹 长 区 域内 加 密 网 格 ,比如 导弹 的 
控制 器 附近 , 跨 超声 速 流 中 的 激 波 区 等 ,为 此 可 在 局 部 区 域 布 上 线 
源 。 仍 以 上 述 问 题 为 例 ,当中 心 点 源 参 数 取 为 a, = 4.0.5, = 1.0, 
u= (0,0),a=0 时 ,分 别 于 (0.5,0.4) 一 (0.5,0.9) 和 { - 0.5, 
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-0.4)—(- 0.5, — 0.9) HRB p BAM, AERA TE BE HC 78 
0.004 ,各 参数 分 别 取 为 a, 0.25, 5, = 1.0, u = (0,0), E] 8-33 
(a) P T “= 人 时 的 网 格 。 图 8-33(6) 显示 了 上 线 源 取 a=1, 下 
线 源 取 a= -1 时 的 网 格 , 可 见 圆 的 右上 方 和 左下 方 的 风格 分 别 


图 8-33 线 源 的 参数 变化 对 网 格 蓝 密 的 影响 
(a) ERA z-0B8|d9 GO LAR a— 1, FRR o= -L ute. 


XT ZR) FE RINE , A A 3 IB OR Fi Ze J BO ECCE St. Pd 
格 , 这 样 可 以 节省 背景 网 招 的 单元 数目 ,而且 继 承 了 上 述 单 层 矩 形 
背景 网 格 的 优点 。 

(2) 初始 阵 面 生成 

对 于 二 维 任意 外 形 ,其 物 面 及 流 坊 内 外 边界 一 般 可 以 被 表征 
为 分 段 参数 三 次 样 条 曲线 。 考 虑 到 参数 三 次 样 条 曲线 不 适用 于 初 
等 解析 曲线 ,还 可 利用 如 直线 .抛物 线 、 图 ( 圆 弧 ) 和 棋 圆 等 解析 曲 
AX ,当然 更 可 以 用 现在 计算 机 辅助 几何 设计 中 普 让 采用 的 B 样 条 
曲线 来 描述 。 为 了 保证 在 下 一 步 的 阵 面 推进 过 程 中 阵 面向 流 场 内 
收缩 .在 外 形 输入 时 应 遵循 以 下 原则 :对 内 边界 曲线 段 , 按 顺 时 针 
方向 的 顺序 输入 ; 曾 对 外 边界 曲线 段 , 按 逆 时 针 方 向 的 顺序 输入 。 
将 各 曲线 段 按 背 景 网 格 的 步 长 要 求 分 着 为 小 的 直线 段 ( 阵 元 ), 即 
构成 初始 阵 面 。 有 具体 分 割 各 曲线 段 的 过 程 如 下 。 

Gi) 给 定 当前 点 的 坐标 矢量 &o, 在 背景 网 格 中 插值 出 x, 处 
的 空间 步 长 参数 S, ,并 由 X, 处 的 曲线 切线 方向 z, 构成 矢量 dX, 


=3,* fos 
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Gi) Æ X,= X, * 0.5 * dx, 处 用 第 (i) 步 同样 方法 构造 矢量 
dX =S, * Tjo 

Gii) 如 果 dX. dX, , 令 dXo = (dX, + dX ,)/2 .返回 到 第 (ia) 
步 选 代 运 行 。 

Qv) 判断 曲 ( 直 ) 线 段 终 点 Xa Xo ARAME S, 

(a) MR S,« S, * 0.3, R dXo = X. Xo 为 最 后 阵 元 ,过 程 
结束 。 

(b) Wi S,« S, * 1.3, BL dX = Xa — Xo RB Xaa Xo 
与 X. BIKE B PAX ,并 令 X ma Xo. Xaa 7 X, BR, 
HEAR, 

(c) 其 它 情 况 则 记录 dX, 为 阵 元 ,并 令 X= X. + dX), RP 
EIDET 

(3) 阵 面 推进 

初始 阵 面 生成 以 后 即 可 开始 阵 面 推进 , 阵 面 推进 包含 如 下 步 
RR o 

(i) 在 所 有 阵 元 中 找寻 最 短 阵 元 AB。 由 最 短 阵 元 开始 推进 
可 以 生成 质量 较 高 的 单元 ,并 减少 出 现 推进 失败 的 可 能 性 。 为 了 
缩短 全 局 查寻 时 间 , 这 里 运用 * 堆 "数据 结构 [21。 在 开始 推进 前 ， 
将 各 阵 元 按 由 长 到 短 的 顺序 压 入 堆 ; 推 进 过 程 中 生成 的 新 阵 元 也 
按 同样 方式 压 人 堆 , 始 终 保 持 堆 项 阵 元 为 最 短 。 

(ü) 确定 一 最 佳 点 Py GEAR Prat BE MH Xi. 
= X, + Š,* n, JB X, 为 阵 元 AB 的 中 点 ,S, 为 和 -处 的 空间 
JAE ,au 为 阵 元 4B 指向 流 场 的 单位 法 向 。 

(Hi) 在 PLATE e * S, 的 范围 内 (一 般 取 a =6), 查 寻 阵 面 
上 的 邻近 点 (不 包括 点 A AB) UPAR. KEM AA 
尽 可 能 利用 现 有 点 构成 三 角形 ,因为 Pen EN AB 构成 的 三 角 
形 有 可 能 与 原 有 三 角形 相交 ,或 者 尽管 AABPie: 的 质量 很 好 ,但 
继续 推进 时 可 能 导致 生成 质量 很 差 的 单元 。 为 了 加 速 查寻 这 里 利 
用 Quadtree 数据 结构 121 
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Gv) 在 阵 元 AB 的 周围 的 a * 59, 范围 内 查寻 邻近 阵 元 ,以 后 
将 利用 这 些 阵 元 进行 相交 性 判断 。 由 于 推进 是 一 个 局 部 过 程 , 故 
取 一 定 范 团 内 的 阵 元 即 可 。 为 了 加 速 查寻 ,这 里 利用 链表 数据 结 
HEE, 

(v) 将 最 佳 点 和 邻近 点 按 网 格 质量 参数 2, 由 大 到 小 的 顺序 
FEF]. g, 的 定义 为 AABP 的 面积 与 其 外 搂 圆 的 面积 之 比 。 考 虑 
到 当 由 现存 点 与 阵 元 AB 构成 的 单元 质量 不 太 差 时 , 尽 可 能 取现 
有 点 ,于 是 他 qua = 0-6 * quac 

(vi) 接 网 恪 质量 参数 的 顺序 ,依次 判断 候选 点 Pm 是 再 与 邻 
近 阵 元 相交 。 如 果 相 交 , 则 选 下 一 点 继续 判断 ;如 果 不 相 交 , 则 由 
Po SEN AB 构成 新 的 三 角形 。 

(vii) 更 新 阵 面 信息 , 即 删 去 新 阵 面 外 的 阵 元 ,增补 新 生成 的 
MIG. 

(vill) 重复 (一 (vi 的 过 程 ,直至 堆 中 没有 阵 元 存在 ,初始 网 

Kd 8-34 大 术 了 阵 面 推进 法 生成 三 角形 网 格 的 全 过 程 。 


TT 
Ey A Va Ta TA PATATA TA Ta 
ava Ce COOKED NOE V eT 
AA] PAYA NANAY S YAY PAPATA AY aN ata 


(e) (a) 
图 8-34 ” 涟 面 推进 法 生成 三 角形 网 格 的 过 程 
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(4) — E E ZR #F JÉ B9 F] së AE Fk: 

将 二 维 阵 面 推进 法 应 用 于 三 维 问 题 ,前 面 介 绍 的 背景 网 格 技 
术 .数据 结构 ,推进 方法 等 都 可 直接 推广 ,只 是 这 时 的 初始 阵 面 为 
山 三 角 撒 组 成 的 曲面 。 这 就 首先 要 将 任意 曲面 进行 描述 ,并 将 它 
划分 为 三 角形 。 

(i) 表面 二 角 化 过 程 

整个 表面 网 格 生成 过 程 由 以 下 各 部 分 组 成 。 

(a) 按 由 点 到 线 到 面 的 层次 结构 定义 外 形 。 

(b) 建立 矩形 背景 网 格 及 分 布 网 格 尺 度 控 制 参数 。 

(c) 按 网 格 尺度 分 布 划分 曲线 成 线 阵 元 。 

(d) 按 网 格 尺 度 分 布 生成 各 曲面 片 内 的 三 角形 网 格 。 

(dl) 将 曲面 片 变换 成 平面 。 

(d2) 由 线 阵 元 组 成 该 曲面 片 的 初始 阵 面 。 

(d3) 阵 面 推进 咎 成 变换 平面 内 的 三 角形 网 格 。 

(d4) 网 格 优化 。 

(d5) 友 变 换 成 三 角 化 曲面 。 

(e) 整体 表面 阿 格 优 化 。 

(ü) 表面 定义 

为 了 减少 于 工 输入 量 ,采用 由 点 构成 线 .再 由 线 构成 面 的 层次 
数据 结构 。 线 的 类 型 共有 如 下 几 种 。 

(a) 虽 两 点 组 成 的 直线 。 

(b) 由 三 点 组 成 的 抛物 线 。 

(e) 出 二 个 以 了 的 点 构成 的 参数 三 次 样 条 曲线。 

(d) 由 上 述 三 种 线 组 成 的 线 。 

考虑 到 参数 三 次 样 条 曲线 不 能 准确 描述 圆 ( 圆 驱 ) 等 解析 曲 
线 ,必须 对 由 (bj ,(e) 或 (d) 描 述 的 圆 ( 辐 弧 } 做 解析 修正 。(d) 类 线 
的 引 和 对 减少 找 述 表面 的 曲面 片 数 是 非常 有 益 的 。 例 如 ,对 于 加 
身 组 合体 ,在 豆 的 前 缘 些 率 变化 较 大 ,一 般 要 单独 分 片 ,而 在 机 身 
上 此 处 曲率 变化 并 不 大 ,没有 必要 章 独 分 片 ,采用 (dj 类 线 可 以 较 
好 地 解决 这 一 问题 ,并 保证 曲面 片 闻 的 网 格 相 容 性 。 
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曲面 片 的 类 型 共有 如 下 几 种 。 

(a) 由 任意 条 线 组 成 的 平面 。 

(b) 由 三 条 抛物 线 组 成 的 三 角形 等 参 抛物 面 , 

(c) 由 四 条 抛物 线 组 成 的 四 边 形 等 参 Serendipity 曲面 片 。 

(d) 由 任意 三 条 曲线 组 成 的 三 角形 Barnhill-Gregory-`Nielson 
曲面 片 。 

(e) 由 和 任意 四 条 有 曲线 组 或 的 四 边 形 双 线 性 Coon' s 曲面 片 。 

上 上 述 曲 面 片 不 能 准确 找 述 某 些 解析 曲面 ,而 在 航空 航天 应 用 
领域 经 常 过 到 球 头 及 旋 成 体 等 情况 ,为 此 须 对 由 上 述 曲面 片 描 述 
的 球面 和 旋 成 表面 做 相应 的 修正 。 很 显然 , 线 和 面 的 类 型 并 不 局 
限于 上 述 几 种 。 计 算 寅 辅 即 几何 设计 (CAGD) 的 新 成 果 沟 可 用 于 
复杂 几何 外 形 的 描述 ,例如 Bezier 曲线 曲面 .B 样 条 曲线 曲面 以 及 
Fe WT AC HE Sb OB BR B Fë SR CNURBS) fifi ££ RH 181 25 , 

Cii) 曲面 变换 

(a) FHE r, y 2) (E) 

RAE Te B ge) E a Ald RKP IA, EM na x b 
(平面 法 向 量 ) 和 e — n ox a( A 8-35), WBA Cry De, 
7 ) Tal IE BRE E 


x = xg + £x, WX (8.5.6) 
£ = X4 * (x = x9), 

H , - (8.5.7) 
7 = xi (x — xo) | 

AP xo ADF A -A,x = allal,x;= elic!s 


三 角形 等 参 抛物 面 由 六 点 定义 (如 图 8-36) , D i HH m Hr E ££ 
意 点 的 坐标 可 下 述 为 


Ñ 
x= > Nx; (8.5.8) 
AX ON! AFG pR 3 
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N'-(-£-5(-26-29) N'-4& 


N? = 4£(1 ~ £ — 7) NŠ = n(27 — D 


N? = g(26- 1) N° = 4g(1— & - 9) 


(8.5.9) 


图 8-36 ZAKE S d EE EUR EE 


(c) 四 边 形 等 参 Serendipity WE Fr Cz, y 2277(£. 7) 
该 曲面 片 可 由 八 个 点 来 定义 (如 图 8-37) ,曲面 上 的 点 可 以 表 
述 为 


8 
x = X Nr (8.5.10) 
[dud] 
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xk HUE i TC N 的 具体 形式 为 


N! = (1 — 8)(1 nl — 26 - 29) N° =- £&(3 — 2€ - 29) | 
M = 4&1- €){1 — 9) N = A£y(1 - £) | 
N? =- éll- 93)Yy1-2£ + 27) N” =- „(1 - OU 26 -29)] 
Nt = 4h- 9) N® = 4g - HA- p J 
(8.5.11) 
T 
Py} 1 HA P. 
证 一 一 人 Ps P, 
P, P 
0 P; L š 


图 8-37 MHES E Serendipity HH ËI Fr 


(d) 三 角形 Barnhill-Gregory-Nielson 曲面 片 
如 图 8-38 所 示 ,三 条 任意 曲线 F, Fo, Fa 构成 此 曲面 片 , 曲 
面 上 的 点 可 表述 为 


x = 8F,(2) + gF;(1— 2) + 
F (£) + F(1- 9) — [F (8) + F.(£)] - 


x 0 F | € 


E 8-38 三 角形 Bamhill-Gregory-Nielson 曲面 片 
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ELF = 7) + F,(1 一 7) ] -(1-&- 3) F,C0) 
(8.5.12) 


(e) 四 边 形 双 线 性 Coon' s 曲面 片 
如 图 8-39 所 示 ,四 条 任意 曲线 F, Fa, ELLE, 枸 成 此 曲面 片 ， 
曲面 上 土 的 点 吓 表 述 为 


Tr 


F, i 
图 8-39 [Ti ER EE Coon's 曲面 片 
x = (1- pE (2) + SF;( 7) + 
gFiCE) + (1 — £)F,(72) - [E-E 
7) F,€D + £C1 — 52 F;00 + 


£gF5(1) + (1 — €) gF5C0)] (8.5.13) 
(f) SREP RS RIB ER CE, = 2", 9") 
AT i GR Fe = k as B| pe F BE Apu Hk RM TB Ur , 2638 238 16 
后 的 单位 平面 (#,y) 进 行 适当 的 拉 伸 与 前 切 来 近似 三 维 空间 曲面 
HATER 


Bo pS + rpg + (— xg + ap #0181) 
i (8.5.14) 
y = Np? J 
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9 二 a isn 
(8.5.18) 


E£-(g- rpg xg + Í- zg + zc 一 zp)3i 


“VHRR A REND S tre Za t zp. frr BJ s > RU ES 
8-40 所 示 。 


3D 2D [0.1]>[9.1] 2DCE" g") 


图 8-40 单位 平面 的 保 形 变换 (人 (人 E I) 


(iv) 相交 性 判断 
在 二 维 阵 曾 推进 过 程 中 , 仅 涉 及 到 线段 与 线段 之 间 的 相交 性 


相交 。 这 种 三 角形 之 间 的 由 交 性 判断 的 几何 脖 辑 也 非常 简单 ,但 
册 计 算 机 实现 起 来 却 相 当 繁 瑞 。 判 断 的 效率 直接 影响 网 补 竺 成 的 
效率 ,而 且 更 为 重要 的 ,判断 的 正确 与 省 直接 关系 到 是 理 能 正确 地 
生成 网 格 。 

两 个 三 角形 之 间 的 相交 性 判断 可 以 分 解 为 每 一 个 三 角形 的 二 
条 边 与 务 一 个 三 角形 是 奉 相 奖 , 即 通过 六 次 边 与 三 角形 的 相交 判 
断 可 以 确定 两 个 三 角形 是 否 相 交 。 如 果 有 一 条 边 与 男 一 个 三 角形 
FA BE , 则 两 个 三 角形 相交 Lm MU REIS RECIBE, 

(5) mi RESCAI 

非 结 构 网 格 模 拟 复 杂 外 形 具 有 结构 网 格 不 可 比 氟 的 灵活 性 ， 
Hd 8-41 灵 示 了 人 绕 航天 飞机 发 射 系 统 的 表面 网 格 , 图 8-42 为 类 过 
道 82 飞机 的 表面 网 格 ,图 8-43 ARS RAR RA 
网 格 。 
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7]) 


航天 飞机 发 射 系统 的 表面 网 格 ( 取 自 文献 


S 8-41 


jË 82 飞机 的 表面 网 格 


-42 BH 


图 8 


面 网 格 


类 “联盟 "号 义 船 返回 舱 的 表 


图 8-43 
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8.5.4 非 结 构 网 格 的 光滑 技术 

网 格 光 滑 是 非 结 构 网 格 生成 不 可 缺少 的 一 环 。 通 常 的 网 格 光 
请 技术 是 基于 弹 入 源 理 的 节点 松弛 法 ,即将 节点 坐标 移 至 与 之 相 
关联 的 节点 组 成 的 多 边 形 的 中 心 ,数学 表述 为 


N 
x, = DoxÍN (8.5.16) 


il 

式 中 N 为 与 点 P 相关 联 的 节点 总 数 。 

一 般 来 说 ,对 于 二 维 问题 , 上 述 的 节点 松弛 已 能 得 到 较 好 的 网 
格 ,但 对 于 某 些 特殊 情况 , 仅 实 施 节点 松弛 是 不 够 的 。 比 如 , 某 个 
节点 促 与 周边 三 个 节点 相关 联 ,此 时 无 论 如 何 移动 节点 位 置 ,者 会 
出 更 一 个 顶 第 大 于 等 于 120 的 三 角形 ,其 网 格 质 量 显然 不 能 满 
意 。 为 此 可 实施 基于 Delaunay 准则 的 “对 角 线 交换 "操作 ,即将 不 
满足 Delaunay 淮 则 的 两 相 邻 三 角形 构成 的 四 边 形 的 对 角 线 交接 ， 
如 图 8-44 所 贞 。 两 两 相 邻 单元 逐一 判断 ,直到 所 有 单元 都 满足 
Delaunay 准则 。 另 外 为 了 保证 三 角形 网 格 的 质量 ,可 以 限制 一 个 
点 关联 的 单元 数目 ,一 般 限 制 在 5~7 个 之 间 , 这 也 可 用 “对 角 线 交 
换 " 操 作 来 实现 。 实 际 的 两 格 光 滑 过 程 是 节点 松弛 与 “对 角 线 交 
换 " 操 作 的 交替 选 代 过 程 ,一 般 渤 代 3 一 5 VRBE RTT EUN RA pp 


Ə 


图 8-44 “对 角 线 交换 ?操作 


对 于 芋 维 非 凸 域 情 形 , 即 使 在 限制 了 边界 节点 不 移动 的 条 件 
下 ,基于 弹 往 原理 的 节点 松弛 也 可 能 得 不 到 收 敏 解 , 即 平衡 态 仍 坏 
边界 ,导致 出 现 负 的 体积 元 。 为 此 必须 在 节点 松弛 的 过 程 中 加 入 
ARR 
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dr M = s OMAR TH 2 BU, Ë X 38 TS PES XX 0T REL F VU 
种 类 型 :中 内 部 节点 ( 记 为 id= 0) 流 场 内 部 节点 ;名 表面 节点 
GEX id= 1) BARA F BS 4: Qu AGUA id = 
2) 一 一 两 个 流 场 边界 面 和 的 交 线 上 的 节点 ;外 顶 角 点 ( 记 为 id= 
3) 三 个 或 三 个 以 上 流 场 边界 面 的 交点 (如 图 8-45)。 对 于 内 
部 节点 它 可 以 在 流 场 内 移动 ,对 于 表面 节点 则 限制 在 边界 面 上 移 
动 , 对 楼 边 节 点 则 限制 在 交界 线 上 移动 ,对 于 顶 角 点 则 不 移动 。 


图 8-45 节点 的 分 类 
为 了 保证 节点 松弛 的 顺利 进行 ,文献 中 采用 了 “网 格 关 联 质 
量 " 约 束 条 件 。 所 谓 网 格 质 量 (Q;) 其 定义 为 四 面体 的 内 切 球 半 径 
r 与 外 接 球 半径 民 之 比 的 3 和信, 即 Qi;=3r/R。 显 然 0< Q. x1, 
当 单 元 为 正四 面体 时 Q, = 1。 而 “关联 质量 ”Qj (Joint Quality) Ë 
MA 


L iṣẹ l 
Q NS Q (8.5.17) 


这 里 N 为 总 的 节点 数 。 显 然 Q 对 质量 差 的 单元 (如 Q,<0.01) 
非常 敏感 ,要 想得到 高 质量 的 网 格 系 ,必须 尽 可 能 使 Q. 最 大 。 为 
了 达到 上 述 目 的 ,在 将 每 一 旧 点 Xo 移 到 多 面体 的 中 心 ( 新 点 )Xv 
时 作 如 下 判断 : 电 新 点 是 否 位 于 多 面体 内 ,这 一 判断 的 目的 是 为 了 
保证 不 出 现 负 的 体积 元 ;@ 如 果 移 到 新 点 ,该 点 的 局 部 网 格 关联 质 
量 是 否 提 高 。 如 果 上 述 两 个 条 件 均 满 足 则 移动 旧 点 到 新 点 ;如 果 
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不 满足 , 则 取 X, =(xXo+Xw)12 ,然后 循环 执行 判断 ,循环 步 数 控 
制 在 三 步 以 内 ,超过 三 步 仍 不 满足 上 述 条 件 则 不 移动 该 点 。 具 体 
约 东 节点 松 籽 的 流程 如 图 8-46 所 示 。 


设置 点 对 点 以 及 点 对 单元 的 联系 结构 


移动 内 点 (id=0) 
移动 表面 点 (jd=1) 
移动 边线 点 (id=2) 


SRA Jc BE (MAXDX) 
Xu (k=1) 则 DX1=MAXDX 


k25 或 
MAXDX «< DX 10 


图 8-46 Fu d ng ER p EI 


dp HE TW Ot F m É HJ “Ot ELE PR BENE ,在 三 维 情况 下 
已 不 成 立 tir SE ETT FF ER BJ Delaunay 3E Bt, C ñ] 23 Oy 30 F BIER E 
m. 

(a) 交界 面 的 变换 。 两 个 相 邻 的 四 面体 有 两 个 夯 落 在 同一 个 
物体 表面 上 , 则 可 按 图 8-47 (a ) 的 方式 进行 交界 面 的 交换 。 

(b) 将 两 个 四 面体 变换 为 三 个 四 面体 或 者 反 变 换 。 如 果 两 相 
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SB Ad DERE ROI AE Delaunay 准则 ,可 将 其 变换 为 一 个 四 面体 (图 
8-47(5))。 反 之 ,共同 一 条 楼 的 三 个 四 面体 ,如果 将 其 合并 成 两 个 
四 面体 后 满足 Delaunay 准则 . 则 将 它们 变换 为 两 个 四 面体 ( 男 8-47 


(b)). 


{ABCD 


(BDE) z et A ç u 4 
ui 
C f 
£ 
(ASCE) 
(ACDE) 
D 
(e) 
(ABCD) .. 
can ^ don 
(DBE) 
AD 
B D 
n 
C 
E E 
(py 


图 8-47 = HE Delaunay FR 


通过 约束 节点 松弛 与 Delaunay 7E Be B 38 BEE RAE, RJ LE 
平均 网 格 质量 系数 和 网 格 关联 质量 系数 大 幅 提 高 ,一般 可 达 0.8 
以 上 ,这 无 疑 对 数值 计算 是 非常 有 利 的 。 
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8.6 混合 网 格 生 成 技术 


前 而 蕊 经 介绍 了 各 种 结构 赔 格 和 非 结构 网 格 千 成 方法 :将 这 
两 者 有 机 地 结合 起 来 ,就 构成 了 混合 网 属 。 如 8.2.3 W rH IRR LIE 
全 网 格 的 混合 方案 很 多 ,其 中 "Zipper" 网 格 和 “DRAGON" 网 杰 等 
都 是 儿 种 比较 简单 的 混合 方案 ,这 里 就 不 . PRS. ATES 
jr RUE [AE RS TIR G PLUR 


8.6.1 Jc SEWER S EREKE G Lt 

jt JE RS fe CFD 计算 中 最 早 使 用 . PROS RUE ILES P DL J AE 
Bm LL PLAS i tE AT RE mox. B EZ Ati 2 ERE I 
HA ri dE fé BJ J E ERS AEN 2 ; DSL EC IN ES tr 
来 必 能 充分 发 皖 它 们 各 自 的 特长 。 这 样 一 方面 可 以 捍 贞 网 格 生 成 
和 流 场 计算 的 效率 , 劳 一 方面 可 以 处 理 复 条 外 形 绕 流 问题 。 

生成 多 居 次 证 彤 网 格 的 最 好 方法 是 Quadtree/Octree 方法 ,而 
非 结构 网 格 的 牛 成 ,前 面 介 绍 的 三 种 方法 均 证 使 州 。 基 虑 到 非 结 
构 网 格 仅 局 限于 物 面 附 近 , 而 Quuadtree/Octree 方法 在 物 面 附近 后 
成 的 网 格 质 着 较 差 , 且 Delaunay 方法 容易 破坏 边界 的 完整 性 , 因 
此 我 们 建议 采用 阵 面 推进 法 。 于 是 具体 的 混合 网 格 生 成 这 程 如 下 。 

(1) SASH MSHA. 

(2) 建立 抵 形 结构 背景 网 格 。 

(3) 表面 二 角形 网 格 自 动 生 成 。 

(4) 按 个 场 刀 大 的 网 格 步 长 ,用 直角 坐标 网 格 痊 盖 全 流 场 ,并 
建立 树 状 层 次 数据 结构 , 

(5) 按 背 景 阅 格 步 长 控制 参数 的 赣 求 不 断 细 分 各 再 角 坐 标 网 
É ,直到 阿 格 分 布 达 到 所 需要 的 砂 长 分 布 。 

(6) 删除 物 面 附近 的 直 第 坐标 网 格 ( 一 般 两 二 层 即 可 ) ,构成 
包含 物体 的 “ 洞 ”, 并 将 润 边界 (由 给 形 组 成 ) 划 分 为 三 角形 ,由 洞 迪 
界 和 物 面 网 格 组 成 封闭 的 初始 “ 阵 面 ”。 
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(7) 阵 面 推进 自动 生成 “ 洞 " 内 的 非 结构 网 格 ,随即 进行 非 结 
构 网 格 的 优化 。 

可 以 看 出 ,混合 网 格 的 生成 过 程 仅 在 非 结构 网 格 生成 的 基础 
上 增加 了 直角 坐标 网 格 生 成 部 分 (第 (4) 一 (6) 步 )。 通 过 以 上 各 步 
可 以 生成 任意 复杂 外 形 的 多 层次 矩形 / 非 结构 混合 网 格 。 如 图 
8-48 给 出 了 带 翼 梢 小 翼 的 咽 身 组 合体 的 混合 网 格 , 图 8-49 生成 的 
是 类 “哥伦比亚 "航天 飞机 的 混合 网 格 。 


图 8-49 类 "哥伦比亚 "航天 飞机 的 混合 网 格 


8.6.2 锋 性 流 的 多 层次 和 矩形/ 非 结构 / 半 结构 混合 网 格 
为 了 较 好 地 模拟 莫 性 边 寞 度 , 和 需要 在 物 面 的 法 线 方 向 分 布 足 
够 密 的 网 格 。 如 果 仍 采用 四 面体 网 格 , 在 网 格 数量 受 计算 机 条 件 
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限制 的 情况 下 ,势必 要 求 物 面 附 近 的 四 面体 具有 一 定 的 拉 伸 比 。 
高 拉 伸 比 四 面体 网 格 的 生成 相当 困难 ,而且 网 格 畸 变 对 计算 的 精 
度 有 较 大 的 影响 。 为 此 可 在 边界 层 内 采用 有 一 定 压缩 比 的 三 楼 柱 
网 格 。 这 样 一 方面 可 以 发 挥 二 角形 网 恪 的 优点 ,模拟 真实 的 复杂 
几何 外 形 ; 同 时 男 一 方面 又 可 以 满足 稿件 计算 的 要 求 。 

黏 性 混合 网 格 的 生成 过 程 大 体 与 无 夭 混 合 网 格 的 生成 过 程 相 
同 ,只 是 在 无 革 混合 网 格 生成 的 第 (3) 步 和 第 (4) 步 之 间 插 入 三 楼 
柱 网 格 生 成 步 。 三 楼 柱 网 格 由 “ 层 推进 "方法 生成 。 对 于 任意 复杂 
外 形 ,要 得 到 合适 的 三 楼 柱 网 格 ," 层 推进 "必须 满足 以 下 要 求 :中 
确定 适当 的 推进 步 长 以 保证 黏 性 网 格 层 的 光滑 度 ,并 能 做 到 与 外 
部 的 四 面体 网 格 光滑 连接 ;名 确 定 适当 的 推进 方向 以 保证 “ 层 扒 
进 " 过 程 中 网 格 不 相交 ;@@ 各 网 格 层 内 的 网 格 分 布 应 尽 可 能 光滑 。 
为 了 达到 上 述 要 求 ,可 以 采取 了 如 下 的 具体 措施 。 

(1) 层 推进 的 总 步 长 控制 在 a x splocal( 这 里 splocal 为 背景 
网 格 上 的 局 部 无 黏 网 烙 步 长 分 布 参数 ,a; 一 般 取 为 2.0~3.0) 的 
范围 内 ;最 外 层 的 推进 步 长 控制 在 a; x splocal( ay 一 般 取 为 0.4) 
以 上 ,以 保证 三 楼 柱 网 格 与 其 外 的 四 面体 网 格 的 体积 大 至 相等 ; 层 
与 层 之 间 的 步 长 (8S,)* 按 如 下 的 指数 形式 分 布 


(8S,)* = (S* — S*1) x splocal 


St = 1.0 + B* (1.0 — C*)/(1.0 + Œ) 
， > (8.5.18) 
C= [CB +1.0)/(8 - 1.0] 


BY = (N- R)CN - 1) 


这 里 N 为 总 的 层 数 ,8 为 某 一 压缩 因子 。 

(2) 各 点 的 推进 方向 由 预知 一 一 校正 法 确定 。 首 先 由 与 点 P 
相关 联 的 表面 三 角形 的 法 向 算术 平均 求 得 一 个 预 佑 的 推进 方向 
然后 由 与 点 P 相关 联 的 周围 点 的 法 向 加 权 平 均 求 得 V;,。 加 
权 平 均 的 权 陋 数 取 为 点 P 5 XX 1021, MIM 为 关联 点 
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HALK BTS I NCR. PRAG HI V 和 ds, 预 佑 下- Fe ne 
eS e pa NOCD Pk ya Moh REL Bt 28 IF ELE EGER 


M 


M ; 
gen _ (1— a)* XC? nm (iot? ap)/ (Da) 


(8.5.19) 


AP d; 为 点 PP 与 点 MOAR A. 为 某 一 小 于 0.5 HBR, 
(3) 层 扒 进 完 成 后 ,对 层 间 的 网 格 进行 一 定 的 格 籽 优化 。 核 
弛 方法 为 


x = Shc s 1} + sy x xiv) 十 sec D sun n 
SO). xU (8.5.20) 


AFA BUR AME NI BEER PR, El 8-50 Ca ) H DURS ERAT 
形 的 汇合 网 格 , 图 8-50 (50 HARE Sr PEA K A. TW 
到 ,三 楼 性 网 格 由 物 面 光 请 过 湾 到 四 面体 网 格 , 98 55 GR GEL E PI Bi 
体 网 格 光 滑 过 渡 介 外 场 的 直角 网 格 。 图 8-51(e ) 为 菜 航 天 飞机 基 
本 型 的 混合 网 格 ,图 8-$1(5) 为 相应 的 在 出 口 处 的 局 部 放大 网 格 。 
TAN ARAE RARR K Z A A Ah E R A o A 
相当 令 人 满意 。 


H 


EE 


图 8-50 MURR ER DUREE TR A WA A A A 
Ca) XE EK D BATE IS RI: Co) Pb K PE 


CSV 
CISCO ER 


图 8-51 NL KOLHE A HR E I ER EUR) BE A Pd 
(a )WLX puto a pA PER : Ce BK RE. 
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第 9 章 表面 流 与 横向 流 的 拓扑 规律 


在 计算 飞机 、 导 弹 等 物体 绕 流 时 ,为 了 从 计算 结果 中 获得 流动 
的 形态 和 特征 ,例如 旋涡 演化 的 情况 和 流动 分 离 的 性 状 ,常常 作出 
物体 表面 的 流 态 图 和 流动 模 截 面 上 的 流 态 图 。 利 用 分 析 方 法 研究 
表面 流 和 横向 流 的 拓扑 结构 , 找 出 流动 拓扑 结构 所 遵循 的 规律 ,再 
和 数值 模拟 结合 起 来 ,对 分 析 流 动 特征 和 宙 理 是 非常 有 益 的 。 同 
时 掌握 流动 拓扑 规律 和 流动 机 理 后 ,在 数值 计算 时 ,哪个 地 方 应 该 
加 密 网 格 , 哪 个 地 方 应 作 细 的 计算 ,也 能 提出 指导 意见 。 另 外 ,对 
于 计算 结果 不 够 精细 ,局 部 区 域 流动 结构 模糊 的 地 方 , 折 扑 规律 的 
研究 可 以 帮助 阅 明 流 夸 的 细节 。 所 以 开展 这 方面 的 研究 是 非常 必 
要 的 。 

本 登 第 1 节 介 绍 表 面 流 态 的 拓扑 规律 ,第 2 季 介 绍 二 维 绕 流 
时 流动 平面 上 流 态 的 拓扑 规律 ,第 3 节 介绍 垂直 于 旋 浊 轴线 的 机 
截面 二 流 态 的 拓扑 规律 ,第 4 节 介 绍 重 直 于 体 轴 横 截面 上 流 态 的 
拓扑 规律 。 第 3.4 节 是 对 三 维 流动 而 言 的 。 在 介绍 所 有 拓扑 规律 
时 ,为 了 简单 ,我 们 略 去 所 有 的 证 明 过 程 , 但 分 别 列 出 了 含有 这 些 
证 明 的 文献 。 


9.1 表面 流 的 拓扑 1 


9.1.1 素面 流 的 表述 

Broye 为 正 交 坐标 系 ,其 中 z,y 在 物体 表面 上 ,= 沿 物 面 
WISP Ay, A.A = 1 eA BREAST u vw xz. y, 
z 方向 的 速度 分 量 , 于 是 流 线 的 方程 可 写成 
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| 

hir u 

UT (9.1.1) 
Laz m | 

hi9r u | 


下 面 来 研究 物 面 附近 的 情况 。 设 流动 是 有 黏 性 的 , 它 满足 
Navier-Stokes 方程 ,在 物 面 上 满足 无 滑 移 条 件 . 即 
z = Ü.ug = vg = wo = 0 (9.1.2) 
式 中 下 标 “0" 表 示 在 物 曾 上 (下 同 )。 于 是 在 物 面 附近 ,xw,v,w 可 
表示 成 


_ {ou /Pu 2. 
um (x): 2 z? Ni 

a ES 
e(Eetxxsst0p ce» 


这 里 应 用 了 连续 方程 在 物 面 上 给 出 的 | E) = 0 的 条 件 。 利 用 式 
(9.1.3), 式 (9.1.2) , 物 面 附近 流 线 方程 可 写成 


hady (5), 2 az? N 


C" Bees) 


dz PREPC zv 
Lie? P (9.1.4) 
laz _ 2 EX ) > t 
Air ` gu 
eu 
3j z 一 0 时, 式 (9.1.4) 给 出 
du 
ha dy EI 
hiazx —[8u 
x] (9.1.5) 
1 de | 
Ay ax ~ 0 | 
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即 在 这 种 极限 情况 下, 流 线 的 方程 可 用 式 (9.1.5) 表 水 。 因 它 在 表 


面 上 (让 六 =0), 故 称 式 (9.1.5) 第 一 式 为 表面 流 线 ,也 称 为 极限 流 


线 。 tst 1.5 (22) & (Se | 部 是 s. y 的 函数 。 如 果 被 研 


dz fy ade 


完 的 流动 是 牛顿 流体 , 它 遵循 牛顿 摩 据 定 律 , 在 物体 表 商 上 将 有 


au 
Tu 一 (^ ac) 
AP oa 是 备件 系数 。 将 此 式 代 人 式 (9.1.5) 第 -- 式 可 得 

hod T, 

"YE = L. (9. 1.6) 
3X(9.1.6) RRR MARIA. FS EEA AR M 
极限 流 线 在 这 种 情况 下 也 称 为 摩 氛 力 线 。 

所 请 表面 流 , 就 是 表面 极限 流 线 所 表述 的 流动 。 一 个 当 微 分 
方程 所 描述 的 积分 曲线 ,其 定性 结构 与 常 微分 方程 的 临界 点 密切 
相关 。 当 在 平面 + ,y 上 , 常 微分 方程 的 临界 点 都 可 以 找 出 ,并 且 
其 临界 点 的 性 质 都 可 确定 时 , 常 微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 的 结 
构 就 可 定性 给 出 。 所 以 研究 表面 流 态 的 拓扑 ,很 重要 一 个 方面 就 
是 研究 极限 流 比方 程 临界 点 的 分 布 及 临界 点 的 性 态 。 此 外 ,流动 
的 分 离 . 附 着 也 在 表面 流 态 上 有 不 同 的 性 态 , 搞 清 它们 ,对 研究 流 
动 的 分 离 .附着 有 重要 意义 。 下 曾 , 为 了 说 明 表面 流 的 拓扑 结构 ， 
将 讨论 其 临界 点 和 分 离线 .附着 线 的 性 状 。 


9.1.2 极 跟 流 线 方程 的 临界 点 
所 谓 极 限 流 线 方 程 的 临界 点 ,就 是 


au _ 
(52), =9 | 


措 物 面 上 由 以 下 方程 
| . 
(9.1.7) 
(34) -«] 
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确定 的 点 。 在 以 后 的 分 析 中 ,临界 点 也 叫 奇 点 ,并 且 为 了 简单 , 带 
常 略 去 方程 式 (9.1.5)、 式 (9.1.7) 中 的 下 标 “o ”。 

设 (z,,) 是 极限 流 线 方程 的 奇 点 ,可 以 证 明 , 以 目 结 论 成 立 

a a a P 
DEI- (25z lade), ~ [sic] (nae), 
Iu g? 、 8 _ 

a= - [522] t [222] J REFR s RRE y) AER 
值 , 则 当 >0,4J 一 gq? 之 0 时 , (x,,y,) 为 极限 流 线 方程 的 螺旋 点 ， 
FHA 《>0 时 为 稳定 的 ,此 时 极限 流 线 由 外 部 指向 琳 点 ;gq 达 0 时 为 
不 稳定 的 ,此 时 极限 流 线 由 奇 点 走向 外 部 。 根 据 连 续 性 方程 ,qg = 


has (2) Bos etc (Z) > 0 奇 点 是 稳定 的 螺 放 


s. (221) <0 sae i 

34] 20,4] —- q X08] Cn, y 2) HR ILE BHAA IB 
(722) >o sasa, (£5) <o 时 为 不 稳定 的 。 

当 J<0 时 , 奇 点 (x,,y,) 为 鞍点 。 

因为 一 mima, (22 3.) 天 0, 所 以 物 面 上 的 奇 点 一 AOL RHE 


AAAA RATES. CS T Be pe 6 ,螺旋 点 和 结 点 统称 
为 结 点 ,并 且 用 N 来 表示 ,鞍点 用 5 表示 。 
(2) 车 物体 表面 是 单 连 通 的 , 物 面 上 结 点 和 鞍点 的 总 数 遵守 
以 下 规律 
ZN - XS = 2 (9.1.8) 
式 {4.8) 是 Lighthil 首先 给 出 的 。 


9.1.3 分 离线 的 性 状 
可 以 证 明 ,以 下 绪论 成 立 。 
(OD Ed y 轴 沿 着 分 离线 ,z MARLO RSE, 
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轴 沿 物 面 外 法 线 方向 (图 9-1)。 在 分 离线 上 ,满足 以 下 条 件 


|«o (9.1.9) 


物 面 


图 9-1 与 分 离线 固 结 的 正 交 坐标 系 


(2) 若 分 离 流 动用 Navier-Stokes 方程 描述 ,分 离线 必定 是 一 
条 极 良 流 线 , 旦 局 围 的 极 眼 流 线 向 它 收 拢 渐 近 。 但 是 反 过 来 说 , 周 
围 的 极限 流 线 向 某 一 极限 流 线 收拢 新 近 , 并 不 能 说 该 极限 流 线 一 
定 是 分 离线 。 因 为 在 研究 流动 附着 时 ,可 以 证 明 ,存在 一 条 极 眼 流 
线 , 它 是 周转 极限 流 线 的 收 抄 渐 近 线 。 

车 分 离 流 动用 边界 层 方程 的 正 问题 描述 ,在 分 离线 上 可 能 出 
Jü Goldstein 奇 性 。 此 时 分 离线 是 周围 被 限 流 线 的 包 络 。 

(3) 若 分 离线 上 有 很 多 奇 点 ,其 鞍点 和 结 点 是 交替 分 布 的 。 

(4) 若 分 离线 由 奇 点 始 ,该 奇 点 一 定 是 鞍点 , 若 分 离线 到 再 点 
终点 ,其 终点 必定 是 结 点 。 

(5) 分 离线 有 三 种 起 始 形态 。 第 一 种 为 Lighthill 提出 ,分离 
线 起 始 于 鞍点 ,文献 中 称 这 种 形态 为 闲 式 分 离 ; 第 二 种 分 离线 起 始 
FR ASHAS ,文献 中 有 时 称 为 螺 鞍 点 ,第 三 种 分 离线 起 始 于 
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正常 点 ,这 是 王国 璋 首先 发 现 的 。 

(6) 开 式 分 离 基 王国 璋 首先 提出 的 。 它 包含 两 种 形态 ,一 种 
是 分 离线 起 始 于 正常 点 , 另 一 种 是 分 离线 起 始 于 螺 鞍 点 极其 靠近 
的 情况 。 


9.1.4 俯仰 对 称 物体 有 迎 角 统 流 时 , 物 面 背风 子午 线 附 近 表 
面 流 的 性 状 

在 这 种 情况 下 , 设 x 轴 沿 着 背风 子午 线 并 指向 后 方 , 且 在 头 
部 种 尾部 其 物 面 附近 的 流动 也 指向 后 方 , 则 背风 子午 线 是 一 条 极 
RHA ,其 上 要 么 没有 奇 点 ,要 人 么 有 偶数 个 奇 点 。 当 没有 奇 点 时 ， 
背风 区 车 出 现 分 离 , 那 一 定 是 开 式 的 , 当 存 在 偶数 个 奇 点 且 位 于 表 
面 流 线 向 外 扩张 的 区 域内 时 , 沿 背 风 面 对 称 于 午 线 ,过 点 、 结 点 是 
交替 分 布 的 , 且 最 前 面 的 一 个 奇 点 一 定 是 鞍点 ,这 时 背风 区 是 闭 式 
分 离 。 


9.1.5 珊 着 线 的 性 状 

可 以 证 明 , 存 在 丙种 附着 线 , 一 种 是 Legendre 首先 提出 的 分 
离 流 面 的 附着 , 男 一 种 是 附着 线 。 对 于 第 一 种 附着 线 ,在 其 上 任 一 
点 o,U FATE 


(S3) « o (9.1.10) 


由 该 条 件 进 一 步 可 以 证 明 ,这 种 附着 线 是 一 条 极限 流 线 ,周围 
的 极限 流 线 由 它 向 外 发 散 。 
对 于 第 二 种 附着 相关 的 线 , 其 上 任 一 点 o, AFERY 


du 
(25). - e 
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2 
p E: 0 
Pap 
E 
由 此 条 忻 可 以 得 到 ,第 二 种 与 附着 相关 的 线 也 是 一 条 极限 流 
线 , 但 周围 的 极限 流 线 是 以 它 为 收拢 渐 近 线 。 

这 种 情况 开明 ,第 二 种 附着 线 的 表面 流 态 和 分 离线 是 相同 的 。 

这 也 就 是 上 面 所 说 的 不 能 单单 根据 极限 流 线 的 收 谍 来 判定 分 离 。 


) <。 (9.1.11) 


9.2 二 维 绕 流 时 流动 的 拓扑 


对 于 二 维 绕 流 ,用 流 线 来 表征 流动 的 结构 与 形态 。 如 流动 定 
常 , 流 线 不 随时 间 改 变 ,如 流动 非 定 常 ,我 们 研究 的 流 线 形态 将 是 
对 瞬时 而 言 的 。 

在 二 维 绕 流 情况 下 , 流 线 描 述 的 流动 结构 ,遵守 以 下 拓扑 规 
m. 

(1) 规则 1 

对 于 定常 或 非 定常 不 可 压缩 流动 , 流 场 内 部 (不 包含 物 面 边 
界 )? 流 线 方程 的 奇 点 (临界 点 ) 仅 有 两 种 : 革 点 和 中 心 点 。 设 奇 点 为 
s, HA A ab 


(34) " (224 (2 ) > 0 时 , 奇 点 为 鞍点 ; 


d X d Na 


(34) 4 (52) (GE) «ont aieo 


这 里 x ,y 是 直角 坐标 票 ,u,v 为 x,y 方向 的 速度 分 量 。 
若 流 动 是 可 压缩 的 定常 流动 ,上 述 结 论 仍 成 立 。 若 流动 是 非 


定常 的 , 当 22 产 0 时 , 流 场 内 部 的 奇 点 有 二 种: 鞍点. 丸 旋 点 和 结 
Bo MEA sA 


du ay du du 
b 105) P3IEJI 20 
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Ju avy fav. 9u Y 
2 —  — —ə E — - 一 一 -一 
Hol (5: 5]. [5 "Oy ) 
时 为 螺旋 点 ; 
gu ae Qu ou 
[z] (35), (E), (35), > 2 
2 du du To av Ou 2 
uae (55-55), zt >), 


NAS 


(24) (22) - (22e) conem. 


ER 0-25 ge ERLE AL DUS d TEMOR ACER 
强度 一 定 大 于 零 。 

(2) 规则 2 

如 果 设 + ,z 为 物 曾 边界 层 止 交 举 标 系 ,其 中 s HEHH, 
Aie ECT UMS E SIE u, w Bs, 2 ROR. iT E m 
IERE AEE IE xz 一 0 的 极限 流 线 , 物 面 上 流 线 方程 的 


ARAN HAERA) = 0。 由 于 物 面 上 的 奇 点 , 仅 
一 半 在 流 场 内 , 故 称 为 六 青 点 (此 处 为 半 鞍 点 )。 进 一 步 可 以 证 明 ， 
"kama re (24) =o mà TE) <0 时 , 它 是 分 离 点 . 当 半 


drog 


ma Eme (24) com) >0 时 它 是 再 附着 点。 


= 


(3) 规则 3 

Ati SR Be iC Tit Pa JE Ze +" SUPR WJ OR T BT Be 38 E EB dE ZEE BE 
5), UAR WT ES EE ED ARAMA ERAT df a E SERE 
BEAR o 

(4) 规则 4 

对 于 三 维 物 体 绕 流 ,在 包 食 物 面 边界 的 流 场 内 ( 复 连 域 ), 其 奇 
点 的 总 数 是 
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SN 1 LzN' zs Lys = 1o) - HE) (9.2.1) 


式 中 EN AES 分 别 表 示 流 场 内 结 点 (螺旋 点 和 结 点 ) 和 鞍点 的 总 
Er, EN 30 XS 表示 物 面 上 结 点 和 鞍点 的 总 数 。I(oo}) 表 未 “oo "处 
的 Poincare 指数 ,IT(C) 表 示 沿 物 面 的 Poincare 指数 。 

对 于 二 维 定常 物体 绕 流 , 物 面 上 没有 半 结 点 ,因此 SN’ =0。 
如 果 在 吕 处 ,车 来 源 是 均匀 的 ,可 以 证 明 I(oo)=0, 当 物体 静止 
时 ,IC)=1, 这 样 , 式 (9.2.1) 给 出 


EN ~ 3S - $38" =-1 (9.2.2) 
式 (9.2.2) 指 出 , 物 面 的 半 鞍 点 必 有 偶数 个 。 


9.3 ”垂直 于 旋涡 轴线 的 横 截 面 流 态 的 拓扑 G.4 


为 了 简单 , 设 旋 浊 的 轴线 为 直线 ,再 设 x yz 为 直角 坐标 系 ， 
其 中 x ,y 在 垂直 于 旋涡 轴线 的 横 截 面 上 , z 轴 和 旋涡 的 轴线 一 


致 。 可 以 证 明 ,在 这 种 情况 下 ,于 旋涡 的 横 截 面 上 ,截面 流 线 d = 


TEPI R 


dy _ (z) - (5, tapt Nou (9.3.1) 


2 


AP s.v.w 是 z+,y,z 轴 上 的 速度 分 量 。 


= {4 e] 
a= 1+, cee 
P 9% fy 


BRI AGH EES. Fo RREBRLE 
I, N (r.v, AF Mirz, y, ORRETAN A 的 zy BPR ER 
小 量 项 ,它们 都 是 解析 函数 。 

根据 含 参 数 常 微分 方程 的 定性 理论 ,可 以 给 出 如 下 结论 。 
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(1) Sieh ROMA A> RH E T DL 2 A RE 
的 螺旋 点 形态 (图 9-2(a)), 如 果 1<0, 为 不 稳定 的 螺旋 点 形态 
(图 9-2(5)), 


(a) b) 
图 92 2>0 3#A<0B 82 
(a) A0; (6) AX 
(2) E REIR SERA 由 正 变 为 负 , 则 模 裁 面 流 态 从 4=0 的 
位 置 起 出 现 Hopf 分 叉 ,产生 稳定 的 极限 坏 ( 图 9-3)。 如 a 由 负 变 
为 正 , 则 由 42=0 位 置 起 出 现 Hopf 分 及 ,产生 不 稳定 的 极限 环 ( 图 
9-4), 


图 90-3 42035) i«0 8 ES MRR E XS 


(3) WÈ A HEHE AAR on 次 变 导 ,将 出 现 n 个 极限 环 ,并 
且 稳 定 的 和 不 稳定 的 极限 环 是 交替 分 布 的 。 
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不 稳定 的 极限 环 


图 9-4 4<D 到 4>0 了 时 旋涡 的 模 截 面 流 态 
应 用 Navier-Stokes 方程 ,可 以 得 到 


à = O- Mat), k 3: |, + [x] | (9.3.2) 
(am) =- (18) ral) | 


这 里 Ma, 和 3 是 沿 着 涡 轴 的 马赫 数 和 压力 梯度 。si,s; ERR 


于 Reynolds 数 的 函数 。 当 Re 六 1, 即 黏 作 的 贡献 可 以 忽略 不 计 
时 ,有 


(9.3.3) 


st (9.3.3) 808 A 取决 于 (Ma,)。 R52 JP 由 此 可 得 到 如 下 结论 。 


(A) 对 于 轴 向 速度 为 亚 声速 (Ma < 1) BJ P , 1 H JI FE psit 
AB Fk CBE AMER ,其 横 截 面 流 态 是 稳定 的 螺旋 点 形态 , 且 浴 
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^88 [4] ,流动 是 加 速 的 ,但 是 进 人 上 友 压 区 ,出 现 稳 定 的 被 限 环 , 环 内 横 
AL AL Pü SAL AS AA AE E BB Jë UE s , JF B HY 8 E ,流动 是 减速 的 , 环 
外 截面 流 线 是 由 外 部 走向 极限 环 (图 9-5) , 


pw 


图 9-5 Ma, « 1 的 旋涡 洛 轴 向 的 发 展 


(5) XI-T fih E BE 2 VE E Ma, <1) RER, 25 ERU CE 
信 反 压 区 时 ,由 于 在 反 压 区 , 涡 轴 附 近 的 流 态 是 不 稳定 的 螺旋 点 形 
态 且 沿 流向 是 减速 的 ,因此 旋涡 可 能 在 反 压 区 的 涡 轴 附 近 破 列 。 
进一步 弄 助 于 非 线 性 分 义理 论 可 以 阅 明 ,旋涡 破裂 串 能 有 三 种 基 
本 形态 :第 一 种 为 泡 状 破裂. 其 破 改 点 为 驻 点 ;第 二 种 为 螺旋 型 破 
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7 KERA AERA BOA AR EH A SR rk SUL RD RRR 
点 也 是 驻 点 { 图 9-5). 

(6) 对 于 轴 向 速度 为 超声 速 的 旋涡 (Ma, >1), 当 由 顺 压 区 进 
人 反 压 区 时 ,在 顺 压 区 , 沿 轴 附近 的 截面 流 态 是 不 稳定 的 螺旋 点 形 
态 , 但 进入 反 讨 区 ,出 现 不 稳定 的 极限 环 , 环 内 截面 流 态 是 稳定 的 
螺旋 点 形态 ,并 且 轴 向 流动 减速 。 环 外 ,截面 流 线 是 由 极限 坏 走向 
外 部 的 (图 9-6)。 


P w 


图 96 Ma, > 1 BJ E YW Mr 8 AD ee 

H Ti I E 22 tE ERS A Së së Ale h j pE EF yh ¿JX É E 

A Er LL Iu] o BE Tr EH yE LBS RR. ROI 5 ERE EE dE EE S 
之 相互 作用 ,使 它 变 成 轴 向 速度 为 亚 声速 的 旋涡 。 


9.4 午 直 于 体 轴 的 构 截 面 流 态 的 拓扑 5 


为 了 简单 ,这 里 仅 研 究 具 有 俯仰 对 称 平面 的 三 维 绕 流 ,并 且 假 
设 证 绕 物体 的 物 面 与 体 轴 处 有 正 的 或 负 的 夹 前 。 现 在 来 研究 垂直 
于 体 轴 横 坊 面 上 截面 流 线 的 拓扑 结构 ,主要 研究 横 截面 上 截面 这 
线 方程 奇 点 分 布 的 规律 。 可 以 证 明 , 以 下 结论 成 立 。 

C1) 物 面 与 横 截 面 的 交 线 一 一 截面 轮廓 线 ARR 
线 。 如 果 轮 廓 线 不 穿 过 物体 表面 极限 流 线 方 程 的 奇 点 , 则 轮廓 线 
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上 无 横 截 面 流 线 方程 的 奇 点 。 如 果 轮 廊 线 穿 过 物体 表面 极限 流 线 
方程 的 奇 点 ,由 该 点 也 是 截面 流 线 方程 的 奇 点 , 旦 两 者 奇 点 的 性 质 

(2) 如 果 在 以 仰 平面 上 , 物 面子 午 线 向 外 倾斜 , 当 无 纹身 反 流 
时 , 则 和 在 此 情况 下 的 横 截 面 上 的 迎风 对 称 线 上 有 奇 数 个 奇 点 ,而 朝 
PUT PRR E REP SE At 

jm ETE PX, pip #Á Ie] Di T, BI Ty BLT aR AE EAS di oR dE pg ur X 
个 。 
(3) 如果 在 悄 仲 平面 上 , 物 面子 午 线 向 内 懒 斜 , 当 无 纵向 反 流 
时 , 则 在 此 和 情况 下 的 横 截 面 上 的 迎风 对 称 线 上 有 偶数 个 奇 点 ,而 在 
背风 对 称 线 上 AAR TAR. 

WOR PY LRA A m Fz wi, W E Lt RE A Bt EH E 
数 个 。 

(4) 在 整个 横 截 面 上 , 奇 点 总 数 可 用 以 下 公式 计算 

IN- XS + LIN L xs' =-] 
式 中 EN MISS 分 别 表 示 轮 廊 线 以 外 结 点 和 鞍点 总 数 , XN A XS 
表示 轮廓 线 上 结 点 和 鞍点 总 数 I $e RH BEER Poincare 指数 。 
如 果 掀 面 没有 纵向 反 流 区 , 横 截面 位 于 其 内 ; 则 了 = 1。 如 果 存 在 
一 个 纵向 反 流 区 , 横 截 面 穿 过 此 区 域 , 则 1=0。 因 此 ,Poincare 指 
数 由 1 变 为 零 , 是 纵向 分 离 起 始 的 标志 ,如 果 Poincare 指数 由 零 蛮 
为 1 ,是 纵向 分 离 区 结束 的 标志 。 

应 该 指出 ,以 上 讨论 的 横 截 面 流 态 的 拓扑 规律 ， 适用 于 有 对 称 
信介 平面 和 物 面 与 其 体 轴 人 屈 斜 的 情况 。 在 实际 复杂 绕 流 问题 中 , 物 
面 与 体 轴 的 夹 角 有 时 为 零 , 这 时 截面 流 态 的 拓扑 须 作 另外 的 分 析 。 
有 时 大 们 想 研 究 其 它 截 面 上 流 态 的 拓扑 结构 ,在 这 种 情况 下 ,其 拓 
扑 规律 也 须 另 作 研 究 ; 因为 不 同 截面 流 态 的 拓扑 结构 是 不 同 的 。 

以 上 给 出 了 二 维 流 动 和 三 维 流 动 的 表面 流 及 横 截 面 流 的 拓扑 
规律 。 这 些 规 律 已 被 不 少 学 者 用 于 分 析 数 值 模拟 结果 和 实验 结 
AR ,由 于 篇 幅 跟 制 , 这 里 不 引 人 拓 扑 规律 的 应 用 。 


第 10 章 二 维 、 三 维 流动 
问题 上 的 应 用 


10.1 HERA NACA0012 的 流动 


作为 第 - -个 例子 ,我们 引用 员 超 对 NACA0012 XE 28 iL BST 
5D. 出 发 方程 分 别 为 Euler 方程 和 Navier-Stokes 方程 。 对 于 
Euler 方程 ,壁面 采用 法 向 速度 为 零 的 条 件 ,对 于 Navier-Stokes 方 
程 , 壁 击 采用 无 滑 称 和 绝热 条 件 。 米 流 条 件 为 : Me。 = 0.8,a = 
1.25° ,对 于 黏 性 流动 ,Reynolds XH 10°, Ht ARIA TEA BATE 
情况 ,其 纵向 和 横向 各 取 LOK. TA BJ hh PE m 
RED KARE RS. OPTRA RAT RAS. E 
附近 为 贴 体 结构 网 格 ,最 外 为 矩形 网 格 ,中 间 为 二 角形 网 格 。 两 种 
情况 ,其 算 形 网 格 痢 占 领 了 绝 大 部 分 计算 域 。 计 算 中 风格 的 外 边 
界 ,采用 根据 特征 信号 传播 规律 而 建立 的 特征 边界 条 件 。 在 无 忒 
性 情况 下 ,壁面 边界 条 件 也 是 通过 特征 边界 条 件 来 实现 物理 边界 
SAE, TERETE OL F ,除了 物理 边界 条 件 外 ,还 补充 了 数值 边界 
条 件 , 即 壁 面 法 向 压力 梯度 为 零 。 可 以 证 明 ,在 Re 数 很 大 的 情况 
下 ,这 个 条 件 可 由 法 向 水 量 方程 结 出 。 计 算 中 为 了 良好 地 捕 韦 激 
波 , 采 用 了 网 格 自 适应 技术 。 具 体 求解 时 ,出 发 方程 中 的 空间 对 流 
项 采用 二 阶 NND 有 限 体 积 格 式 , 黏 性 项 采用 中 心 格式 ,时 间 项 采 
用 四 阶 精 度 的 Runge-Kutta BR, HERERO. AH 
流 的 网 格 单元 数 约 为 30000 个 , 俐 恭 性 流 情况 约 为 80000 +. T8 
10-1 是 计算 得 到 的 Euler 方 程 的 等 Mach 数 线 分 布 。 计 算 时 , 先 由 
粗 网 格 开始 ,然后 过 步 加 密 和 采用 自 适 应 技术 ,最 后 达 刘 所 要 求 的 
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细 网 格 的 解 ,为 了 说 明 计算 过 程 , 钢 10-1 左 方 给 出 了 网 格 的 加 密 
和 自 适 应 过 程 ,右边 是 相应 的 等 Mach 线 分 布 。 可 以 看 出 最 后 获 
fe A a AY. TEP PP RR BE 
FEW OWE . (B REA TET GL F , PR 3⁄ F ñj BE A 3 #h Ft Të DO TRI 4B 
辣 :中 上 表面 的 激 波 前 移 了 ,并 且 上 ,下 表面 的 激 波 都 有 微小 的 此 
ing te Ys ;中 器 的 尾部 出 现 周 期 性 脱落 ,图 10-2 给 出 了 -A E BF lB 
落 周 期 内 等 Mach 数 线 的 演化 情况 。 


(a) (5) 


E] 10-1. NACAOU12 32289 K; $h £ 30 
(Ma. —0.8,2 — 1.287) 
(Qu) 网 格 自 适应 过 程 , Co) 等 马赫 线 。 
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图 10-2 求解 Navier-Stokes 方程 络 出 的 NACA0012 BA 
Be HL SS Sh AR ZE A ( Ma. = 0.8,2 =1,25°, Rez = 105) 


10.2. 二 维 管道 内 沿 波 的 绕 射 和 反射 


作为 第 二 个 例子 ,图 10-3 给 出 了 二 维 管道 的 尖 形 和 计算 网 格 
的 耸 布 ,初始 时 ,气体 在 管道 内 静止 ,在 管道 进口 ,有 一 与 管道 
轴线 垂直 的 激 疲 进入 ,其 激 波 运动 的 Mach 数 Mas = 2。 出 发 方程 
为 Euler 方程。 网 格 的 情况 是 :在 细 管 称 区 均 名 分布 的 网 禄 为 100 
x100{ 级 向 x 横向 ); 在 粗 管区 ,均匀 分 布 的 网 格 为 900 x 200( 纵 
向 x 横向 )。 计 算 时 壁面 采用 法 向 速度 为 零 的 条 件 。 并 分 别 采用 
了 三 种 计算 格式 :二 阶 NND 格式 .五 阶 ENN 紧 致 格式 和 激 波 附 
近 为 NND 格式 ,激流 外 为 五 阶 ENN 的 混合 格式 。 图 10-4 ,10-5、 
10-6 给 出 了 上 = 3.0,4.0,4.5 流 场 等 密度 线 分 布 。 二 种 格式 的 计 
算 结 果 均 能 止 确 地 表达 流 场 的 主要 结 购 ,但 是 细微 比较 表明 ,五 阶 
ENN 格式 能 反映 出 更 多 的 流动 细节 ,但 靠近 激 波 的 区 域 有 微小 的 
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图 10-4 求解 Euler 方程 给 出 的 等 密度 线 分 布 
(Ma; 3.0) 


g-2,t73. 
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波动 ,二 阶 NND 格式 所 获得 的 结果 比较 光滑 ,但 对 个 别 区域 细 节 
的 刻画 没有 五 阶 格式 好 ,混合 格式 的 结果 既 能 反映 流 场 的 细节 ,也 
能 消除 非 物 理 的 波动 。 


BJ 10-5 求解 Ruler 方程 给 出 的 等 密度 线 分 布 
( Mas =2,r= 4.0) 


图 10-6 求解 Fuler 方程 给 出 的 等 密度 线 
(Mas=2,1=4.5) 
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10.3 ”超声 速 莫 性 气流 在 扩张 圆 形 管道 内 的 流动 


图 10-7 为 扩张 管道 的 外 形 , 进 中 半径 为 R. ARAR, HAO 
半径 为 2 及 ,进口 来 流 条 件 如 下 :了 T。 = 2 000K, Po = 107 Pa, 半径 
NT 0.5R BRAS EO SACCO) ,其 余 区 域 介质 为 氢气 (Ha )。 


3i 
Hi 


Re=10°M=2 
Q7 


ATTA 


JF 


图 10-7 扩张 管道 的 外 形 和 网 梅 , (Re),-o=4.23Xx 107 


， f 
r05, 7 e “u =G 7 67) T= 2000K; 


BELI AF: 


r>0.5,u, 2e " ,u570, T =2000K, 
3t E138 EE dU pn 2k F. A RISO BC 35 AY Burgers 旋涡 的 速度 分 布 给 出 ， 
Hp RRA vb o 4, TARAS ER APP, 
HE aha ERI Mach 数 为 2。 其 进口 处 气流 在 轴 上 的 Regnolds 数 
为 Rey 一 4.25x10:{ 以 氧 介质 物理 量 为 特征 量 )。 计 算 时 ,其 出 发 方 
程 为 考虑 非 平衡 化 学 反应 的 .包含 6 组 元 和 8 反应 的 完全 Navier- 
Stokes 方程 。6 fHJG E: H,O, Fb ,O; ,OH 和 H,O,8 个 反应 是 

H+ 0,20H +0 

O + H.=OH + H 
H; + OHSH + H;O 

2OH=eO + HO 
H, + XG2H + X 
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HO + X@°OH + H + X 
OH + X¥=0+ H + X 
O, + X920 + X 
TE XAET, AWETE O, ix Bo Y fu mop 9i toc 
方程 和 Navier-Stokes 方程 ,有 需要 者 可 参考 陈 坚 强 的 论文 G]。 求 
解 时 使 用 三 阶 ENN AA SRA LEB RAT RRR 
通 量 法 。 在 处 理化 学 生成 的 源 项 时 ,采用 了 点 隐 式 处 理 方 法 。 壁 
面 采用 亢 滑 移 和 绝热 边界 条 件 ,同时 采用 了 法 向 压力 梯度 为 堆 的 
数学 条 件 ,出 口 由 于 气流 是 超声 速 的 ,采用 线性 外 推 条 件 。 
图 10-8 是 计算 给 出 的 沿 管 轴 的 Ma 数 分 布 和 压力 分 布 ,图 

10-9 是 Z/R =1.2,2.0 和 2.4 三 个 垂直 于 管 轴 的 横 截 面 上 的 流 线 
分 布 ,这 里 Z 是 由 进口 截面 算 起 的 沿 管 轴 的 坐标 。 图 10-8 表明 ， 


p (0| (2) | EX Mach 
iM PAR REG 


| 
l 
i 
“ 
4 
H 
' 


图 10-8 0E 98 89 Fc J fl Mach 数 分 布 


沿 管 轴 ,流动 Ma 数 WMzz>1, 即 流动 是 越 声速 的 ,但 讨 力 分 布 图 指 
出 , 治 管 办 气流 先 经 历 顺 压 区 ,中间 是 反 上 讨 区 ,再 后 是 顺 压 区 。 上 
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[Bi 48 th BJ — D Bš #& IB 23 201 € Jc E $ FR <: .中 间 反 压 区 和 后 面 
BIRER. WRES 9 s J se Era BB qe nj DATE: 58 — Wi E IX 
WR RM L. ( ZIR = 1.2) 横 截面 流 线 是 由 中 心 转向 外 部 的 ;在 中 间 
反 庄 区 的 横 和 截面 上 (27R=2.0) ,一定 存在 -个 不 稳定 的 极限 环 ， 
环 内 截面 流 线 由 极限 环 转向 中 心 , 环 外 截面 流 线 由 极限 环 转向 外 
部 ;在 第 二 上 顺 讨 区 (2Z/R=2.4) ,一 定 存在 两 个 极限 环 ,外 边 一 个 是 
不 稳定 的 ,里 过 一 个 是 稳定 的 。 这 种 预测 和 计算 结果 给 出 的 图 


10-9 完全 一 致 ° 
VR r/R 
1.30 1.50 


0.78 0.90} 
0.26 0.30 
-0.26 NL -0.30 


-0.78 Zo -0.90 
gp 


-].30! —P— -1.s0L ata: 
-1.30 -0.78 -0.26 0.26 078 1.30 +150 -0.90 -030 0.30 6.90 1.50 
X/R 
(a) (h) 
FIR 
1.60 


0.96 


0.32 


-0.32| 


-0.96 


-1.60 n — 
-1.50 - 0.96 -0.32 0.32 0.96 1.60 
XIR 


(c) 
图 10-9 管道 横 截 而 上 的 流 态 
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10.4 ZARAMA £e 


USE EDSA ae ay Tk RARAS 
数 是 :后 掠 角 为 63, WADA B — 10^, KK c = 100mm, BEA = 
2.3mm( 见 图 10-10), Hi Ma, — 0.8, 3878 a =21.8°, Re 1.0 
xi, TARIHDA E Fu RIS o 0.5 BEBE RAL, 
下 游 边界 离 尾 绿 的 边界 为 5 PRELE PUR 31] E BJ z£ Ip) EE 
ROSA 1.5 和 售 弦 长 ,出 发 方程 为 完全 气体 的 Navier-Stokes Jj 
程 .气体 的 绝热 指数 为 1.4。 壁 面 满足 无 滑 移 、 绝 热 条 件 以 及 法 向 
压力 梯度 为 零 的 数学 条 件 , 外 边界 满足 根据 特征 信和 号 传播 规律 而 
建立 的 条 件 。 为 了 计算 简单 ,计算 仅 在 以 依 仲 对 称 平面 为 边界 的 
半空 间 域 内 进行 。 采 用 时 间 ,、 空 间 均 为 二 阶 精度 的 混合 通 量 隐 式 
NND 格式 。 计 算 模拟 了 涡 破裂 演化 发 展 的 过 程 以 及 沿 涡 轴 杭 截 
面 流 态 演化 的 情况 。 l 


图 10-10 =A BD hE 
A 10-11 是 计算 采用 的 网 格 ,图 10-12 给 出 了 三 个 无 量 纲 时 
ži T = m = 1.265.2.041 Al 6.652 13 Fi EH VE Ae He, Fel PJ +h, 


给 出 了 过 滴 轴 的 纵向 截面 流 态 图 及 沿 满 轴 的 速度 分 布 。 可 以 看 
出 ,在 工 =1.265 时 ,出 现 旋涡 的 泡 状 破裂 ; 工 =2.041 时 ,为 螺旋 
型 破裂 :了 =6.652 时 ,又 演变 为 泡 状 破裂 。 图 10-12 FERS 
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图 10-11 ZARA p e LES 


RORY HRA eA E E A ERA GA W LER 
(Cw 之 0)。 泡 状 破裂 ,其 破裂 点 为 驻 点 ,了 = 6.652 的 纵向 截面 流 
态 指出 ,此 时 破裂 点 为 鞍点 ,在 此 以 后 ,出 现 信 流 ,进入 鞍点 的 倒流 
流 线 来 自 破 裂 点 后 的 螺旋 点 ,如 果 把 过 鞍点 倒流 的 流 线 看 成 是 滴 
轴 的 延续 线 , 那 么 ,在 泡 状 破裂 点 附近 , 沿 涡 轴 的 速度 分 布 将 如 图 
10-12(c)Brzs , BR T = 2.041 M T=6.652 代表 了 两 种 不 同 的 
流 态 结 构 。 荆 =6.652 的 流 态 是 由 T =2.041 的 流 态 注 化 而 来 ,如 
果 这 种 演化 是 连续 变化 的 ,那么 丙种 结构 之 交 , 必 须 存在 这 样 一 个 
极限 流 态 , 即 w 的 曲线 怡 好 和 轴线 > 相 切 。 此 时 沿 涡 轴 的 速度 


w ,正好 在 破裂 点 为 零 , 且 52 在 这 里 也 为 零 , 这 相当 于 疼 10-12 


《c) 中 鞍点 与 螺旋 点 充分 接近 的 情况 ,这 是 流动 结构 的 分 叉 状 态 。 
在 数值 模拟 中 ,由 于 选取 的 时 间 步 长 天 些 , 没 有 正好 计算 出 这 种 分 
RIF 

图 10-13 给 出 了 泡 状 破裂 情况 下 物理 量 pw 沿 涡 轴 x 的 分 


布 ,可 以 看 出 沿 涡 轴 存 在 三 个 = (E) 的 区 域 :靠近 前 缘 为 à 
>0 的 区 域 , 接 着 是 4<0 的 区 域 ,再 后 是 4 20 的 区 域 。 根 据 第 9 
章 讲述 的 定性 分 析 理 论 ,可 以 推 知 ,在 第 一 个 0 MRR, EE 


直 旋 涡 的 横 截面 上 , 涡 轴 附 近 流 线 是 从 外 走向 内 部 的 ,在 中 间 a< 
0 的 区 域 ,存在 一 个 稳定 的 极限 环 , 环 外 截面 流 线 由 外 部 转向 极限 
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(c) T —6.652 
图 10-12 =AR SRL Re SRE B 38 t 
环 , 环 内 流 线 由 涡 心 转向 极限 环 。 在 后 面 一 个 4>0 的 区 域 ,有 两 
个 极限 环 , 最 外 一 个 为 稳定 的 ,最 内 一 个 为 不 稳定 的 。 图 10-134 
出 的 三 个 截面 , 止 好 分 别 落 在 上 述 三 个 A 的 区 域 ,计算 结果 各 理 
论 分 析 完 全 …- 致 。 
图 10-14 是 粒子 的 痕迹 图 HEAR RL, AH 


地 均 义 布 撤 很 多 (有 限 个 ) 粒 子 , 此 后 让 粒子 随 流 运 动 ,记录 这 些 粒 
子 穿 过 以 后 各 个 模 截 面 上 的 位 置 ,于 是 就 得 到 各 个 横 截 面 上 粒子 
所 在 位 置 的 辣 迹 图 。 在 A«O 的 区 域 ,由 于 流 线 向 外 旋转 , 灌 轴 附 
近 的 粒子 蚌 向 外 散 开 的 ,所 以 在 此 区 域内 , 沿 涡 轴 向 下 游 发 展 ， 涡 
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4 E8 XC BO BELT 90 KED ,特别 是 次 破裂 后 ,粒子 更 向 外 散 开 ,内 
此 在 破裂 点 附近 ,形成 明显 的 粒子 孔 酒 ,这 就 是 实验 发 现 的 “黑洞 ” 
现象 。 


P pw 

1.50 1.00; 

1.207 0-8 [io 4<0 A>O 

0.90 950 Ti J (] 
040" 1. .. | 

0.60 í | 
020] ' | 

030h 一 一 E | i 1 

zic Doof ， LA zre 


0.00 m ; —  - 0.20 — —— , 
0.00 0.20 040 0.60 0.80 1.00 0.00 020 040 0.60 O80 1.0 


(5) TERR ER ABE So 


图 10-13 RRR RR 
AAG (4, N MY SE Sopa UE F Sy da 
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图 10-14 粒子 痕迹 图 


10.5 绕 印 锥 的 高 超声 速 流动 


AE . 宗 文 刚 . 国 义 军 等 人 利用 NND 格式 通过 求解 层 流 运 动 
的 Navier-Stokes 方程 数值 求解 了 钝 锥 高 超声 速 绕 流 (51 .气体 是 
常 比 热 完全 气体 ,>= 1-4。 物 面 上 流动 满足 无 滑 移 边界 条 件 E 
HAE T. 假设 已 经 给 定 或 者 假设 物 面 是 绝热 的 。 沈 清 在 来 流 
Ma. =10,Re, =2.3 X 10°, T. = 49K, F SE 8 0, = 4.7° lH f 
az=20" 的 情况 于 , 求 得 了 钝 锥 表面 的 压力 分 布 .热流 分 布 . 流 场 物 
理 量 的 分 布 和 诉 波 形状 。 图 10-15 是 计算 给 出 的 迎风 ARMS 
FA o-x/2 等 母线 上 的 压力 分 布 ,图 10-16 是 z/L —0.05.0.11 
和 0.445 轴 向 位 置 上 横 截 面 的 压力 分 布 ,这 里 > 是 沿 体 轴 的 坐 
标 ,是 鲁 锥 的 长 度 。 图 10-17 是 z/L =0.885.0.425 和 0.25 位 
置 上 的 横 截面 的 热流 分 布 ， 图 中 p=0 是 迎风 母线 。 为 了 和 实验 
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Mae=10 a 220; 0,=4.7° 
Re=2.3X10° 


0.00 2.00 4.00 6,00 8.00 10.0012.00 JR 


图 10-15 FHA Ri PESE XE EU ERU 

压力 分 布 及 激 被 形状 (R 为 头 部 半径 ) 
结果 比较 ,在 图 10-15.10-16 Al 10-17 中 ,相应 的 实验 结果 也 被 画 
出 ,可 以 看 出 ,两 者 的 一 致 性 是 相当 好 的 。 在 此 基础 上 , 宗 文 刚 在 
Maw = 10, Rew = 10 # a = 5.107,20 30,407 50 X1 0, = 4.7° 
的 钝 锥 进行 了 数值 模拟 ,图 10-18 是 计算 给 出 的 表面 摩擦 力 线 。 
可 以 看 出 ,在 a=5° 时 ,流动 没有 出 现 明显 的 分 离 , 当 迎 角 增 大 到 
10" .20" 和 30°RY ,流动 出 现 开 式 分 离 ,但 元 级 癌 分 离 存 在 。 迎 角 增 
大 到 40"， 流 动 变 为 闭 式 分 离 , 即 在 背风 区 出 现 纵向 分 离 , 由 于 背 
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giq(p=0) 
1.0 


90 


0 180 e 


图 10-16 计算 给 出 的 钝 锥 图 10-17 it Sa WA 
周 向 压力 分 布 周 向 热流 分 布 


风 纵 向 分 离 区 前 .后 ,流动 均 为 主流 方向 ,所 其 横向 流 由 背风 对 称 
母线 向 两 方 扩 张 ,根据 第 9 章 的 定 人 性 分 析 , 将 在 背风 母线 上 ,出 现 
两 个 摩擦 力 线 的 奇 点 ,前 方 的 一 个 为 鞍点 ,后 面 的 一 个 为 结 点 , 数 
值 结果 正 是 这 种 情况 。 如 果 迎 角 进 一 步 增 大 到 50 , 则 主 分 离线 
TEE Dy Rz cà . 结 点 组 合 起 始 的 分 离 形状 ,此 时 ,在 背风 母线 两 侧 的 
主 分 离线 上 ,分 别 出 现 一 个 鞍点 ,出 鞍点 出 发 的 分 离线 ,一 方面 向 
苘 方 延伸 ,为 一 方面 ,向 前 沿 延 伸 , 并 在 背风 母线 上 以 结 点 的 形式 
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终结 。 计 算 结 果 表 明 ,分 离线 是 一 条 极限 流 线 ,周围 的 极限 流 线 向 
它 收 缩 。 在 分 离线 上 , 物 面 法 向 速度 的 二 阶 导数 大 于 零 ,分 离线 上 
的 背 点 是 交替 分 布 的 。 分 离线 有 三 种 起 始 形 态 , 这 些 均 证 明 第 9 
章 的 拓扑 理论 是 正确 的 。 


230° a =20° 


图 10-18 iH C48 SI P) pi E 00 e [8] IRE E 72 0 


455 


宗 文 刚 还 给 出 了 各 种 迎 角 情况 下 垂直 于 体 轴 的 各 个 横 截面 上 
MA. BBW TMS , 仅 引 人 <= 40 HOR. WL10-19(a)(5) 


z; R 
6 


f =1, EN=0,25=1,/=1 


WP SSS 


+ =1.801 ENT ES-3 i=) 


图 10-19 it Bee i RO HE DAL IL H DU 
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(c) 分 别 给 出 了 轴 向 位 置 xz/L =1.1.801 和 5 的 横 截面 流 仿 ,其 中 
ziL —1 位 于 纵 癌 分离 区 前 的 顺 流 区 ,= 上 = 1.801 FAM SR 
区 内 ,zf 工 =5 位 于 纵向 分 离 区 的 顺 流 区 后 ,图 中 给 出 了 迎风 对 称 
线 上 ,背风 对 称 线 上 及 整个 截面 上 的 奇 点 分 布 及 奇 点 数 。 林 以 看 
出 ,它们 与 第 9 章 拓 扑 分 析 的 结论 完全 一 致 。 


10.6 飞船 有 迎 角 的 高 超声 速 绕 流 


贺 国 宏 利用 二 阶 NND 格式 和 三 阶 ENN 格式 通过 求解 
Navier-Stokes 方程 分 别 数值 榴 氢 了 图 10-20 所 示 飞 船 的 高 趟 声速 
绕 流 中 。 计 算 采 用 贴 体 坐 标 网 格 ,由 代数 方法 生成 。 流 向. 周身 


27 


ZR =0.0 ZIR=0.85 C ZIR=17 


图 10-20 AIR JL fa She 


和 法 向 的 网 格 点 数 分 别 为 60.38 和 35。 物 面 速度 满足 无 滑 移 边 
界 条 件 ,壁面 温度 T, = 300K ,同时 采用 了 法 向 压力 梯度 为 零 的 数 
学 条 件 。 来 流 条 件 为 ; Maw — 7.0, Re =4.5 X10, T. = 67K, M 
fe 分 别 取 值 鸭 于 ,20 30 8I 407 ,图 10-21 是 计算 采用 的 网 格 ， 
图 10-22 是 计算 给 出 的 压力 分 布 和 热流 分 布 ,为 了 比较 还 列 出 了 
Yamamoto 的 计算 结果 ,一 致 性 是 满意 的 。 图 10-23, 图 10-24 , 图 
10-25 ,图 10-26 分 别 给 出 了 a = 5° .20° 30° .40* 情 况 下 计算 得 到 的 
表面 流 谱 , 图 中 标 出 了 摩擦 力 线 的 鞍点 和 结 点 。 从 图 中 可 以 看 到 ， 
由 于 流向 分 离 和 横向 分 离 的 相互 作用 , 流 场 在 倒 锥 的 背风 而 上 产 
生 本 一 对 景 旋 型 分 离 结 点 ,并 十 随 迎 角 增 大 , 倒 锥 表面 上 的 分 离 结 
点 向 上 游 背 风 区 移动 。 当 迎 角 为 5 时 ,在 圆柱 表面 上 ,由 于 没有 
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图 10-21 飞船 绕 流 的 计算 网 格 
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Lc een 2 阶 
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0 1 Bg tr 
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图 10-22 计算 给 出 的 飞船 表面 的 压力 和 热流 分 布 
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横向 分 离 ,背风 面 只 有 一 个 再 附 著 点 。 当 迎 角 达到 20" 以 后 ,由 于 
横向 分 离 的 作用 ,图 10-23 中 的 再 附 鞍 点 分 解 为 一 个 结 点 和 两 个 
再 附 鞍点 ,此 时 背风 母线 上 于 分 离 蒜 点 处 ,出 现 一 个 结 点 { 见 图 
10-24)。 迎 角 达 到 30° , 倒 锥 表面 上 产生 二 次 分 离 ,此 时 表面 流 的 
拓扑 结构 发 生 了 相应 的 变化 。 迎 角 等 于 40' 时 ,表面 流 的 结构 义 
有 新 的 变化 。 随 迎 角 增 大 , 流 态 越 来 越 复 杂 。 尽 管 如 此 ,表面 流 的 
拓扑 还 是 满足 如 下 规律 :分 离线 若 从 奇 点 开始 BAA EER 
点 ;车 分 离线 到 育 点 终 , 该 订 点 一 定 是 结 点 ;在 分 离线 上 ,鞍点 , 结 
点 是 交替 分 布 的 ;在 物体 表面 上 , 奇 点 总 数 满足 EN - ZS =2 的 拓 
扑 规则 。 


侧 视图 


(B) 拓扑 结构 
图 10-23 计算 给 出 的 飞船 表面 的 摩擦 力 线 
(a=5°,EN=5,35=3) 


为 了 研究 横 截 面 流 态 ,图 10-27 给 出 了 a = 20 38 r RMS 
SR EA EAS C2/R =0,0.12,0.39,1.08 等 ), 其 中 x/R=0 
是 倒 锥 与 球 头 的 切 点 ( 见 图 10-20), z/ R = 0.85 JE BJ HE S m] #: EE 
的 交点 坐标 。 由 图 10-20 和 图 10-24 容易 看 出 , z/R=0 和 SIR = 
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(5) 拓扑 结构 
图 10-24 计算 给 出 的 飞船 表面 的 摩擦 力 线 (a = 20, ZN 5 6,35 — 4) 


(5) Ti hh Sh 
图 10-25 计算 给 出 的 飞船 表面 的 摩擦 力 线 (a =30',5N=11,2S=9) 
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(a) 计算 结果 


(6) 拓扑 结构 


10-26 ”计算 给 出 的 飞船 表面 的 摩擦 力 线 
(a =40° ,ZN —10,28-8) 


0.12 PS IE] 2p 3 THAAD AR A.A z/R = 0.12 的 横 
截面 位 于 倒 锥 区 。z/R =0.39 的 截面 位 于 倒 锥 的 纵向 分 离 区 ,zf 
R 之 1.08 的 载 面 位 于 级 向 分 离 区 后 的 圆柱 氏 LF. ARERR 
态 图 上 ,截面 轮廓 线 上 迎风 和 背风 对 称 线 上 以 及 在 截面 上 的 奇 点 
与 相应 的 Poincare 指数 均 被 给 出 。 这 些 结果 和 第 9 章 拓扑 分 析 的 
结论 完全 一 至 ,这 表明 第 9 章 的 定性 分 析 结 论 是 正确 的 , 它 既 可 验 
证 计算 结果 ,又 可 帮助 和 指导 作 图 ,因为 当 计算 结果 对 局 部 区 域 不 
能 细微 刻画 时 ,利用 拓扑 分 析 理 论 ,可 以 帮助 图 明 该 处 流 态 的 定性 
特征 。 
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(a) ziR -0.0,EN-0,ES-1,](c)71 (b) z| R 20.12, N- 1, Z8 -2, Fe) 51 


= 


AN 


ne ES 


(c) z/R-0.39,ZN -0,Z8-1,I(c) 71 (d) s/R=1.08,EN=1,ZS=2,1(e)=1 
图 10-27 RA NE E TRA RR L HR CS Co = 207) 


10.7 高 超声 速 气流 绕 航 天 飞机 的 流动 


歼 作 武 等 人 利用 NND 格式 ,通过 求解 完全 气体 流动 的 
Navier-Stokes 方程 ,数值 模拟 了 图 10-28 RAK KLM! it 
RAPE: Man. = 8,a=0° .20', 来 流 相 应 于 H = 60km 高 度 的 大 
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图 10-28 ”航天 飞机 外 形 

气 状 态 。 物 面 采 用 无 请 移 边 界 条 件 , 壁 温 为 300K, 图 10-29 给 出 
了 Mas 二 8,a=0 时 航天 飞机 上 .下 表面 中 心 以 侦 子 午 线 上 的 压 
力 分 布 ,图 10-30 是 z/ R = 70 和 180 WARE LAA RA 
10-31 是 航天 飞机 嘴 向 位 置 1 上 .下 表面 的 压力 分 布 。 图 10-32 HE 
出 了 Ma. =8,a=20 时 计算 给 出 的 情人 钊 上 .下 表面 中 心 子 午 线 上 
的 压力 分 布 ,图 10-33 是 z] R = 70 和 180 时 两 个 截面 上 的 周 向 压 
力 分 布 ,图 10-34 ERE 1 上 ,下 表面 的 压力 分 布 。 为 了 比 
较 ,在 以 上 这 些 虞 力 分 布 图 上 我 们 列 出 了 李 素 循 等 人 的 实验 结果 
和 纪 楚 群 . 傅 德 燕 . 邬 华 谍 等 人 的 计算 结果 ,不 难看 出 ,一致 性 是 满 
意 的 。 

歼 作 武 等 人 ,还 对 航天 飞机 在 Ma, =8,a= 人 20 的 热流 作 
了 计算 。 图 10-35 是 航天 飞机 上 ,下 中 心 表 面 上 的 热流 分 布 ,图 
10-36 是 z/ R — 70 和 180 两 个 横 截面 上 热流 沿 膨 向 的 分 布 。 在 这 
些 热流 图 上 ,为 了 比较 Am SSR BSA HLS RAPER 
等 人 的 计算 结果 。 和 压力 一 致 性 相 比较 ,热流 的 一 致 性 差 些 。 

AER AIH Ma, =8,a =10° .20' 完 全 气体 绕 流 和 和 化学 
非 平衡 流动 作 了 计算 。 图 10-37 是 表面 极限 流 线 ; 图 10-38 是 
z/R —4.71 和 19.7 时 横 截面 上 的 流 态 。 和 定性 分 析 结 论 比 较 ， 
计算 和 分 析 结 论 完全 一 致 。 
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基本 型 航天 飞机 沿 对 向 压力 分 布 (42R=70) 
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图 10-30 航天 飞机 周 向 压力 分 布 
(Ma, =8.a=0°) 
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基本 型 航天 飞机 沿 周 向 压力 分 布 (3R=70) 
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图 10-34 航天 飞机 发 向 位 置 1 上 .下 表面 的 压力 分 布 { Ma 8,2 — 207) 
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基本 型 航天 飞机 沿 周 向 热流 分 布 亿 及 -70) 
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图 10-36 航天 飞机 周 向 热流 分 布 : Ma。s 78,8 707) 
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(a) (b) 
图 10-37 航天 飞机 表面 摩擦 力 线 
(a) Maz =8,a=0°; (b) Mac 58,8 — 207, 
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